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AVANT-PROPOS 


« Dans ces derniers temps, le développement des fonctions 
en séries a beaucoup occupé les géomètres; on ferait un ou- 
vrage considérable, si l'on se proposait de rassembler tout ce 
qu’ils ont écrit sur ce sujet. » 

Ces paroles d’un savant célèbre expliquent, mieux que je ne 
le pourrais faire, les omissions nombreuses de ce Traité élé- 
mentaire des séries : mon unique désir étant d’être utile aux 
jeunes gens peu familiarisés avec l’Analyse infinitésimale, en 
leur rendant accessible l’une des théories les plus fécondes et 
les plus délicates des Mathématiques, j’ai dû passer sous silence 
tout ce qui suppose, chez le lecteur, une connaissance assez 
approfondie du Calcul différentiel et du Calcul intégral; par 
exemple, les séries de Lagrange, d’Euler, de Fourier ; les tra- 
vaux dans lesquels Legendre, Poisson, Binet, Cauchy, Dirichlet, 
Malmstein et tant d’autres géomètres ont appliqué les intégrales 
définies à la sommation des séries; etc. 

Malgré ces lacunes regrettables, on s’assurera aisément, en 
parcourant les cent trente-deux pages composant cet opuscule, 
qu’il renferme beaucoup plus de choses qu’on ne serait, au pre- 
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VIII 


AVANT-PROPOS. 


mier abord, tenté de le croire. Si, comme j’ose l'espérer, il est 
favorablement accueilli par les Géomètres , les Professeurs et 
les Élèves, j’essayerai peut-être, quelque jour, de réaliser le 
programme, ou plutôt le vœu formulé par le savant et respeo- 
table Lacroix. 

Paris, 15 février 1860. 
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TRAITÉ ÉLÉMENTAIRE 


DES SÉRIES. 


CHAPITRE I. 

PRÉLIMINAIRES. 

1. Définition. On appelle série une suite indéfinie de termes pro- 
cédant suivant une loi déterminée. 

D’après cette définition, l’on doit toujours pouvoir calculer un terme 
de rang donné, soit directement, soit au moyen des termes qui le 
précèdent (*). Autrement dit, si les termes d’une série sont dési- 
gnés par 

«i- *«>. «3. 

le terme général u n est fonction de n. 

2. Diverses espèces de séries. Désignons par S„ la somme des 
n premiers termes d’une série, savoir : 

S„ = «i— H w*— t~M 3 — l— 4-u„. 

Cette somme, aussi bien que u„, est une fonction de n. Cela posé, 
trois cas peuvent se présenter : 

1° Si la somme S„ des n premiers termes tend vers une limite finie 
et déterminée S, lorsque le nombre n croît indéfiniment, la série est 
dite convergente; 

2° Dans le cas contraire, c’est-à-dire quand la somme S„ peut 


(') Par exemple, le vingt-neuvième terme de la progression 
3, 7, 11, 15, 

peut être obtenu, soit directement, au moyen de la formule u„ = 3-)-*(n— I), soit par 
des additions successives. 
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2 TRAITÉ ÉLÉMENTAIRE DES SÉRIES. 

croître (en valeur absolue) au delà de toute limite, on dit que la série 
est divergente ; 

3° Enfin, s’il arrive que la somme S„ , sans croître au delà de toute 
limite, n’ait pas de limite déterminée, la série n’est ni convergente ni 
divergente : on peut lui donner le nom de série indéterminée (*). 

3. D’après ces définitions, une progression par quotient, illimitée 
et décroissante, est une série convergente ; une progression par quo- 
tient, illimitée et croissante, est une série divergente; enfin la pro- 
gression 

+1, — 1» +1» — “t~li •••> 

dout le terme général est ( — l)" -1 , constitue une série indéterminée; 
car S, , égale 1 ou 0, suivant que n est impair ou pair. 

4. Les séries convergentes sont les seules qu'il soit utile de consi- 
dérer, parce que les autres séries ne peuvent représenter aucune quan- 
tité (**). Il est donc nécessaire de savoir reconnaître si une série 
proposée est convergente ou non convergente. C’est à quoi l’on par- 
viendra, presque toujours, en appliquant les règles démontrées dans 
le chapitre suivant. 


(*) La plupart des auteurs font rentrer celle troisième espèce de série dans la caté- 
gorie des séries divergentes. Cette classification nous parait contraire à l'étymolugie et à 
la signification habituelle du mol divergent. La dénoiniualion de série indéterminée a été 
proposée par M. L. Olivier {Journal de CreUe, t. II). 

(**) Il y a plus; les expressions : limite d'une série, somme d’une série, n’ont évidemment 
aucun sens, lorsque la série n'est pas convergente. On peut donc s’étonner que de savants 
géomètres aient énoncé les propositions suivantes : 


1— 1-4- 1 — 1+1— 14- (Lacroix, Calcul intégral, l. 111, p. 346) ; 

I— 2+3— 4-+-5— 6-1- =j(/4id.); 

1-1. 2+1. 2. 3— 1.2.3.4-i- ... . =0, 40362836 (Ibid., p. 390); 

cos f — cos 2Ç+C0S 39— cos 4ç+ = - (Poisson, Journal de l'École polytechnique, 

2 t, XI, p. 313); 

2 

1—1+1— 1+1 — 1+ =- (Prehn, J. de CreUe, t. XLI); 

42— 22+3*— 424-52—6*4- =0 (Siiuonof, Mémoire sur les séries des nombres 

aux puissances harmoniques); • 


etc. 
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CHAPITRE IL 

THÉORÈMES SUR LA CONVERGENCE. 


Théorèmes généraux. 


8. Théorème I. Dans toute série convergente, le terme général a 
pour limite zéro. 

Démonstration. Désignons par S la limite vers laquelle tend la 
somme S„ des n premiers termes, et par R„ le reste de la série; eu 
sorte que 

4-R„ = 

Changeant n en n — 1 , nous aurons 

S„_,-|-R„— , = S. 

Ces deux égalités, retranchées membre à membre, dumieiil 

M «+ — R„_, — 0. 

Mais, lorsque n croit indéfiniment, les restes R,„ R„_, tendent vers 
zéro ; donc 

lim u„ =0 (*). 

6. Théorème II. Dans toute série convergente , la somme d’un 
nombre quelconque de termes consécutifs a pour limite zéro. 

Démonstration. Conservant les notations du numéro précédent, 
représentons par S H+p la somme des n-f-p premiers termes ; nous 
aurons 

S,|-4-R,|=S, + R»+p — k. 

Ces deux équations donnent 

u n+I -f- u n ^_2 i ..... ~h t R,,., j, R„ — 0 ; 


(•) Il est bon de remarquer, à propos de celle proposition fondamentale, que la ruu- 
vergence ne dépend pas des premiers termes : la série 

io in* io» 

1 1,8 l.*.3 + ' 

dont les termes, abstraction laite du signe, vont d'abord en augmentant, est convergente. 
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4 TRAITÉ ÉLÉMENTAIRE DES SÉRIES, 

puis, si le nombre n croît indéfiniment, 

lim (u, 1+ , + + + u n+p ) = 0 . 

7. Remarques. I. L’énoncé et la démonstration du dernier théo- 
rème supposent que Je nombre p des termes consécutifs est constant : il 
peut, d’ailleurs, être aussi grand qu’on le veut (*). 

II. Les théorèmes précédents expriment deux conditions aux- 
quelles satisfont toutes les séries convergentes. Conséquemment, toute 
série qui ny satisfait pas ne saurait être convergente. Nous démon- 
trerons plus loin que ces conditions, nécessaires, sont loin d’être 
suffisantes (**). 

III. Le second théorème est une conséquence du premier ; car si des 
quantités, en nombre limité, tendent chacune vers zéro, leur somme a 
pour limite zéro. Il résulte de là que si les termes d’une série, conver- 
gente ou divergente, ont pour limite zéro, on en peut toujours trouver 
p consécutifs dont la somme soit inférieure ù un nombre donné o. 

En effet, pour satisfaire à l’inégalité 

U H+f|- ~\~ u n+p <*. 


(*) On verra tout à l’heure que, sous une certaine condition, te nombre |> peut tire va- 
riable et indéfiniment croissant. 

{**) C’est donc par inadvertance que, dans un fort bon Traité de Calcul diiTérentiol, 
on a énoncé et démontré la proposition suivante : 

« Pour qu'une série soit convergente, la condition nécessaire et suffisante consiste en ce 
que la somme d’un nombre quelconque de termes au delà du n», Un, soit aussi petite que Von 
voudra , si n est suffisamment grand. » 

Celte proposition fausse, que l’on retrouve dans la plupart des Traités d’Algèbre ou de 
Calcul différentiel, a été énoncée d’abord, chose extraordinaire! par l'éminent géomètre 
ù qui l'on doit les premières recherches sur la convergence des séries. On lit, en effet, 
dans les Exercices de mathématiques (t. Il, p. 231) : 

« D’après ces principes, pour que la série soit convergente, il est nécessaire et il suffit 
que les valeurs des sommes 

, Ïn+I , Su-H 

correspondantes il de très-grandes valeurs de n, diffèrent très-peu les unes des autres, 
ou, eu d’autres termes, il est nécessaire et il suffit que la différence 
în+m™" î« = M»+ Un+i+ . . • . .-f- Vn-\-m — 1 

devienne infiniment petite, quand on attribue au nombre n une valeur infiniment grande, 
quel que soit d’ailleurs le nombre entier représente par m. » 

Nousavons souligné ce qui (si nous avons bien compris les paroles de l’illustre auteur) 
constitue la proposition fausse dont nous parlions tout à l’heure. 
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dans laquelle tous les termes sont supposés positifs, il suffît de rendre 



IV. Il y a cette différence entre les séries convergentes et les séries 
divergentes, que, dans toute série convergente , la somme de p termes 
consécutifs tend vers me limite, quand le nombre p augmente indéfi- 
niment. et que, dans les séries divergentes, cette somme croit indéfi- 
niment avec p, quel que soit le rang du premier des termes considérés. 
Ces deux propriétés, que l’on pourrait regarder comme évidentes, ré- 
sultent, très-simplement, des principes précédents. 

En effet, si la série est convergente, on a 

S«+ p — S„ -I- R„ +p — R„= 0 ; 
puis, en supposant n constant et p variable, 

lim (S„ +p — S,,) — R„ = 0 , 
ou lim (S n+p — S n ) = S — S„. 

Au contraire, la série étant divergente, la somme S^p peut dépasser 
toute limite : et il en est évidemment de même pour (S n+p — S„) (**). 

8. Théorème III. Dans toute série convergente, la somme d’un 
nombre indéfiniment grand (***) de termes consécutifs tend vers zéro, 
lorsque le rang du premier de ces termes augmente indéfiniment. 

Démonstration. Dans l’équation 

( u n-H’+ u iM-2+ + u n+p)+8n+p 8 n =0 , 

supposons que p soit une fonction de n, qui devienne infinie avec 
cette variable. Nous aurons, en passant à la limite, 

lim («„+,+ « n+2 4- + M n+P )=0, 

absolument comme dans le cas où p était supposé constant (6). 


(■) Dans la plupart des cas, les termes de la série vont en décroissant, do moins à 
partir de l'un d'eux. S’il en est ainsi, l’inégalité ci-dessus sera vériliée dès que l’on aura 

P 

(**) Toujours en supposant n constant. 

(•”) Indéfiniment grand signifie ici : qui croit indéfiniment. 
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TRAITÉ ÉLÉMENTAIRE DES SÉRIES. 

9. Remarque. Cette proposition , beaucoup plus générale que le 
Théorème II, n’exprime pourtant pas une propriété qui appartienne 
exclusivement aux séries convergentes, four le montrer sur un exem- 
ple simple, considérons la série divergente 

-L_i !_ _i L 4. _i î l_ f*) 

2/2 ' 513 ~ ' (n+J)/(n-H) ' ' 1 

En supposant p—n , nous aurons 

s s - l_ _| 1 

»+P L " (n+2)/(n-j-2) * ' (2n+1 ) / (2n-j-1 )’ 

Tous les termes du second membre sont moindres que 4- ; donc 

1 nln 

S —S < ±- 

et, conséquemment, lim (S, l+) , — S„) = 0 . 

Ainsi, la somme d'un nombre indéfiniment grand de termes consécutifs 
peut avoir pour limite zéro, sans que la série soit convergente (**). 

10. Théorème IV. Si les termes d'une série sont, en valeur absolue, 
respectivement moindres que ceux d’une série convergente dont tous les 
termes ont mène signe, la première série est convergente. 

Démonstration. Décomposons la somme S„ des n premiers termes 
de la série convergente en deux parties a n , b n ; a„ représentant l’en- 
semble des termes correspondant aux termes positifs de la première 
série, et b„ In somme de ceux qui correspondent aux termes négatifs 
de celle-ci. Désignons par S'„, a'„, b’„ les quantités analogues, rela- 
tives à la première série. Nous aurons 

S « — a H ^h» b„— u n -\- b n . 

La seconde série étant convergente, les sommes positives crois- 
santes a„, b„ ont des limites a, (3 ; donc les sommes positives crois- 
santes a' n , b' n , respectivement moindres que les premières, ont des 
limites a, (3'; et la somme S'„ a pareillement une limite, égale à 

«'-P'- 


(■) Voir i>lns loin, n" 29. 

'") Celle proposition jusiiüe ce que nous avonsdil ci-dessus (n* 7). 
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11. Remarques. I. Il est évident que le même théorème subsiste 
lorsque les termes de la première série sont égaux à ceux de la se- 
conde, respectivement multipliés par des quantités positives ou néga- 
tives quelconques, mais finies. 

11. Si In série convergente donnée n’avait pas ses termes de même 
signe, la proposition pourrait être en défaut : en effet, la différence 
a„ — b„ peut avoir une limite, bien que les sommes o„, b„ croissent 
indéfiniment (*). 

12. Applications. I. La série 

+ 1.2.3...(n— 1)"*" 

dont les termes, à partir du quatrième, sont respectivement moin- 
dres que ceux de la progression 

Il 1 

+ 

est convergente ('*). 

II. La série 

1 t I 1 

1 T + ÏT5 + I .2.3‘ + ' ± 1 .2.3. . .(n — 1) ^ 

est convergente (***). 

III. La série 

i | q+c | fa-4-c)(2a+c) | (q+c ), ■ .(» — t a+c) 

b+c ( b+c ) (26+c) -i_ -t "(fc+c).. .{r7= I b+c) 

dans laquelle a, b, c sont des quantités positives, est convergente si a 
est inférieure à b. Dans le cas contraire, elle est divergente. 


(•) Par exemple, ainsi qu'on le verra plus loin, la série 

1 I_1 1_t I _ 

4 + s 

est convergente, el la série 

1 I I 1 1 l 1 



est divergente. 

(’*) La somme de celle série, ordinairement désignée par la lettre e, est la base des 
logarithmes népériens. 

(***) Elle a pour somme 

C 
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(TRAITÉ ÉLÉMENTAIRE DES SÉRIES. 

En effet, dans le premier cas, les termes sont, à partir du troi- 
sième, respectivement moindres que ceux de la progression décrois- 
sante 



etc. 


Règles de convergence. 


13. Théorème V. Une série est convergente si, à partir d’un certain 
rang, le rapport d’un terme au terme précédent, pris en valeur absolue, 
est constamment inférieur à un nombre donné , moindre que l’unité. 

Démonstration. D’après le Théorème IV, il suffit de considérer le 
cas où tous les termes sont positifs. Or, si l’on a 


«»+t - «n+l 

— <*. - — O. 


U *+P 
Wn+p— 1 


<*> 


et étant une constante positive, inférieure ù l’unité, il en résulte que 
les termes 


M «+l* W /H-p' 

sont respectivement moindres que les termes de la progression dé- 
croissante 

aU n , et u, j, »•••«' , 

Et comme cette progression forme une série convergente, il en est 
de même pour la série proposée. 

14. Remarques. I. Ordinairement ce théorème peut être énoncé 
ainsi : Une série est convergente , si le rapport d'un terme au terme 
précédent, pris en valeur absolue, tend vers une limite moindre que 
l’unité. 

II. Cependant la première proposition est plus générale que la 
seconde : il peut arriver, en effet, que le rapport n’ait p as d e 


(') A cause de 


na H- c a-f- c 

nb -f- c 0 c 


Digitized by Google 
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limite déterminée. C’est ce qui a lieu, par exemple, pour la série 

s i°‘? , j . sin*(p siti'2? _sin’ç sin’2t|i...sin’n? 

l-t-Aeos’ç (I+Acos’çXH-Acos’Îç) (l+Acos'(p)...(H-Acos ! nç) ^ » 

dans laquelle on suppose 

0<*<1, 0< ? <7T. 

Cette série est convergente, car le rapport 

U.+1 j sin*(n-n)<p 

l+Acos*(n+l)o 

est inférieur à k (*). 

III. Si tous les termes ont même signe, et que le rapport ^±i ail 

U a 

pour limite l’unité, la série pçut être divergente (**). 

IV. En conservant les notations précédentes, et en supposant tous 
les termes positifs, on a 

Rn< l^ u "- 

En effet, les inégalités 

M n+i < C a t < n> ti n+ 2<^a i U„, U n+ j<^a 3 « n , 

donnent 

R n <^eeU n (l -f- ) ; 

etc. 


15. Applications. I. La série exponentielle 

+ 1 ^1.2 + ‘ 1.2.3... (n—l)‘ 

est convergente, quel que soit x (***). 

En effet, 

Un n 


(•) Excepté pour les valeurs de n qui donneraient sin*(»-M )<p = l. Mais, dans ce cas, 
l'arc p serait commensurablc avec la circonférence; et, à cause de sin (Sn+S)<p = 0, la 
série se réduirait à un polynôme. 

(■’) Ceci sera prouvé plus loin. 

(*•*) La somme de celte série est e x . 


Digitized by Google 



10 


TRAITE ELEMENTAIRE DES SERIES. 


II. La série logarithmique 



est convergente pour toutes les valeurs de x comprises entre +1 et — 1 . 
Effectivement, 

lim = x lim —x ; 

Un n-t-1 

donc, en valeur absolue, 

i (*). 
u. ^ x ' 

III. Im série du binôme 

t + ™s + ^ii Æ » + 

1 1.2 ^ ^ 1.2.3. . .(n — 1) ~ 

est convergente lorsque la variable x est comprise entre H-l et — 1 . 
Dans ce cas, 


Un+t ni — n+1 ^ n — m — 1 


Un 


donc 


et, en valeur absolue, 


li — x; 

Un 


lim^C 1 (**). 

Un ' ' 


16. Théorème VI. Une série 


«1 + U ! "I - M j + + «D+ 

est convergente ou divergente , suivant que la valeur absolue de ^u„ 
tend vers une limite A inférieure ou supérieure à l’unité. 

Démonstration. Soit a une quantité comprise entre 1 et X. Dans 


(*) Ou verra plus loin que celte série est convergente pour x— — 1, divergente pour 
x =4-1. 

(") Celte série, développement de (1+®)"», est encore convergenle lorsque x=±l, 
m étant positif, ou lorsque x—1,m étant compris entre 0 et — t ( Comptes rendus de 
l'Académie des sciences, 26 octobre 1857). • 
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CHAPITRE II. — THÉORÈMES S DR LA CONVERGENCE. 11 

le premier cas, à partir d'une certaine valeur den, on aura (toujours 
en valeur absolue) 

^ a” + ‘ , W|14-2 < C «’ W ” Î , ; 

donc la série est convergente (Théor. III). 

Dans le second cas, les termes de la série pourront être rendus 
constamment plus grands que ceux d une progression croissante; 
donc, etc. 

17. Application. La série 


“^4- 




a+n 
o+n— 1 



est convergente ou divergente, suivant que x est, en valeur absolue, 
inférieur ou supérieur à l’unité (*). 

On a effectivement 


lim\/u n =x. 

18. Théorème Vil. Si les termes décroissent indéfiniment, et qu'ils 
soient alternativement positifs et négatifs, la série est convergente . 
Démonstration. Soit la série 

t 

Ml — «!+ «»--«* + U n 4-U, 1+1 — 

dans laquelle nous supposons 

«,>«,> «a> >«„_,>«„>«„_(_,> >0 (**), 

et, en outre, 

lim u„ = 0. 


(*) On suppose a positif, on au moins négatif non entier. 

("*) Si les premiers termes ne satisfaisaient pas à ces rondilions, on représenterait par 
u, le terme à partir duquel, la série devenant régulière, elles sont vérifiées. Par exemple, 
dans le cas de la série 

10 10 ‘ 10 > 




citée plus haut (5), on ferait 

10 1 » 10 » 10 
u, “ i.i.3...io’ ITsTâtTrrïï ' 1 1“*’ 


10’ 

“ s= TT7Tï“' 


etc. 
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Si, pour fixer les idées, nous supposons n pair, nous aurons : 
S,=«i, 

S, = u 1 — «i , 

S*=(«i— ««) + “•= «>). 

S 4 =(«i — « i)+(“i — u «)=“i — («i — w») — «t . 


S„=(m 1 -— «î) + ( m j— 1 “3) + +(« n -i—«„), 

= U t — («, — U,)— (u 4 — U S )— ~(M n -î— W„-i)— 

Ainsi, les sommes de rang impair vont en diminuant, et les autres 
vont en augmentant. D'ailleurs, la différence 

®n— 1 S/i — 

a pour limite zéro ; donc ces diverses sommes ont une limite commune 
S, comprise entre deux sommes consécutives quelconques. 

19. Remarques. I. Si les termes, alternativement positifs et né- 
gatifs, et décroissants, tendaient vers une limite X différente de zéro, 
la série serait indéterminée. En effet, les sommes S,, S s , S s , ... S„_, 
iraient encore en diminuant, et les sommes S,, S 4 , ..., S„, respec- 
tivement moindres que les premières, iraient encore en augmentant ; 
en sorte que les unes et les autres auraient des limites. Mais, à 
cause de lim u n — lim (S„_, — S„)=X, 

on aurait — lim S„ = X. 

Ainsi, la limite des sommes de rang impair serait égale à la limite 
des sommes de rang pair, augmentée de X (*). 


(*) Soit la série 


2 3 4 5 

t 5 + s V 


2n în+1 
2 n — 1 2n~ 


Um u„~ 1. 


„ /a 3\ li 5\ / 2» 

S '=(ï-i) + (3-4) + + (5=ï~ï H 


1 I , 

i.s + 3.* 4 ' ‘ 

1 1 t 

— 2 + 3 4~ 


(ï«— t)*n 

1 1 

2n— 1 2n ’ 


lim S„ = 12. 
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20. Théorème VIII. Les mêmes choses étant posées que dans le 
Théorème VII, l’erreur £ que Ton commet en prenant la somme S n , au 
lieu de sa limite S, est inférieure au terme u n+ , qui suit celui auquel 
on s'arrête. 

Démonstration. 1° Si n est pair, on a 
S n <S<S„ +i ; 

d’où S — S„< S M+ , — S, , 

c’est-à-dire e <u n+ , . 

2° n étant impair, on a 

S» S S M4 ., ; 

puis S„ — S < S„ — S„ +1 ; 

et enfin 

21. Remarque. L’erreur e, prise positivement ou négativement, 
suivant que n est pair ou impair, est égale au reste R n de la série. 

22. Théorème IX. Une série composée de termes positifs et de termes 
négatifs est convergente si les groupes successifs, formés par des termes 
de même signe , diminuent indéfiniment. 

Démonstration. Supposons que la série se compose d'un certain 
nombre de termes positifs, suivis d’un certain nombre de termes né- 
gatifs, suivis, à leur tour, d’un certain nombre de termes positifs, etc. 
Représentons par </, la somme des termes formant le premier groupe, 
par — g t la somme des termes formant le deuxième groupe, etc. Le 
terme général u„ appartient à un certain groupe </,; par conséquent, 


la somme S„ est comprise entre 

9i—9x+g 3 — ±ïi- 1 

et 9i— 9t+9i— ±9i-iT9i- 


D’un autre côté, 


_S 13 /5 tiv / Sn-1 ïnt 

*~ 1— ï U 3/ “l* 5/ Isn-s in— il 

= S_ L*^3 + *l + + (S»-ï)(Sb-1)] 

_n_i i_ _« t_i 

~ Lâ 3 ' ï + in-i în— 


donc lim S»_|= S — (1— I S) , 

ou lim S„_i = I + lim S». 
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D après le Théorème VH, ces deux sommes ont une limite com- 
mune S. Donc aussi 

lim S n =S. 

25. Application. La série 


+ i + i_ ± , 

2 3 T t T 5 T fi 7 8 9 10 "T" 

est convergente. 

En effet : 


1" De 


0«=i. 



3 ‘-.^1 +i + 7^+ +,WÎ' 


on conclut 


puis 

2 ° 


*(«— 1/ 


fl 


lim g { — 0. 


9i 9m “[(^+2) - (Î^Tif] + h ~lÆ — «’+^ï] — «■ 

^.j 1 II 2 

~ * ( (i*— «’-f2) 2) + + ^^(ï*+37j j — (i+l)(.H-2) ’ 


2 

(« +!)(» + 2) 


donc 

ou 


9i—9.+i> 
9t— 9i+i> 


* 2 

(*+l ) (*’+3) (i-fl I (i-f 2) ’ 

9 

(i-t-2) (»+3j ’ 


quantité positive. 


24. Théorème X. Les mêmes choses étant posées que dans le Théo- 
rème IX, l erreur que l'on commet en prenant la somme des i premiers 
groupes, au lieu de sa limite S, est inférieure au groupe de rang i-fl. 
La démonstration est semblable à celle du Théorème VIII. 


23. Lemme I. Si f(x) est une fonction positive et croissante, dont 
la dérivée soit décroissante, on a 


f(x+h)-f(x)<hr(x) (i), 

f (*} — f [ x — h) > hf(x) (2). 
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Ces deux inégalités, qui deviennent évidentes au moyen d’une 
figure, peuvent aussi se démontrer comme il suit : 

Soient 

(f(h)=f[x+h)—f[x)—hf{x), ÿ(h)=f(x)—f{x — A) — hf(x)\ 

d’où 

ï(h)=r(x+h)-r(x), w)= r(x-h)~r(x). 

D’après la seconde hypothèse, 

<p'(A)<0, +'(*)> 0. 

La fonction <p(A), ayant une dérivée négative, est décroissante. 
D’ailleurs, elle s'annule avec A; donc, etc. 

20. Lemme II. Soit f(x) une fonction positive et indéfiniment dé- 
croissante, du moins à partir de x = a — 1; soit F(x) la fonction pri- 
mitive de f(x). On a 

1) + +f[a+n — l)>F(a-+-n) — F(a) (3), 

/(°)+/l a +l)+ -+•/{ o+n- — l)<F(a+n— 1) — F(a — I) (4). 

Les inégalités (1) et (2) donnent 

f(x-\-nh) — f[x) <.h[f(x)+f(x+h) 4- 4-f(a:4-n— lù)], 

f{x-\-n — 1 A) — f[x — A) ]> h [f{x)-\-f (x+A)-f- -i-f(x-\-n — 1 A)] . 

Remplaçant f par F, f par f, x par a, et A par 1, on a les inéga- 
lités (3), (4). 

27. Remarques. I. Ce second lemme est évident à l'inspection de 
la figure ci-contre (*). 



(") Cette méthode très-simple a été employée i>ar M. L. Olivier [Journal de CreUe, 
t. 11). 


; 
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II. Si F(x) devient infinie pour x = a — 1, on remplace l’inéga- 
lité (4) par celle-ci : 

f[a+l)+f{a+2)+ +/‘(a+n)<F(a+n) — F(a), 

qui équivaut à 

f[a)+f[a+ 1)+ +f[a+n— 1) < F(a-M») — F(o) — f[a+n)+f{a) (5). 

28. Théorème XI (Théorème de Cauchy). Si f(i) est une fonction 
positive et indéfiniment décroissante , la série 

/l a )4-/(«4-l)4- +/(«+«— 1)4- 

est convergente ou divergente en même temps que la fonction primi- 
tive F(x) (*). 

Ce théorème est évidemment contenu dans le Lemme II. 

29. Corollaire (**). Les séries 

i -i i i 

1 + 2^4- -Thé 

_J , i_, . î +.. . 

2((î)i+*“^ 5(I3)>+‘ ~ (n-HiiAn+l)l‘ +fc 

1 î _i_ ! + 

313 (115)'+*^ ^(n+2)I(n+2)l«(n+2)]i+*~ ” 


sont convergentes lorsque k est positif, divergentes si k est nul ou né * 
galif. 

Démonstration. 1° Si l’on suppose 

f(x) x i+k' fi . x ) x(fcr)‘+*’ xte(ite) •+*’ 

on a 

F(*)=C-£ï. F(®)=C— F(x)=C- t7 ^ ; 

et ces diverses fonctions primitives sont convergentes ou divergentes, 
selon que la constante h est positive ou négative. Il en est donc de 
môme des séries correspondantes (Théor. XI). 

(*) Pour abréger, nous disons qu’une fonclion de x est convergente, lorsque, x croissant 
indéfiniment , elle leud vers une limite. Au contraire, une fonction divergente est celle 
qui devient inlinie avec la variable. 

(•*) Dû à M. Bertrand ( Journal deLiouvitle, t. VII). 
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2° Soit 


/■(*)=4- /(*)= 


xlx’ 


/(*)= 


t 


xlxllx ’ 


alors 


F(ar) — C-f-te, F(æ) — C +llx, F(a:)=C-4 -Ulx, etc. 

30. Théorème XII. 1° Une série composée de termes positifs et 
indéfiniment décroissants est divergente si, à partir d’une certaine 
valeur de n, on a constamment 


» n>l OVU „>±, OU 

ô étant une constante positive ; 

2° La série est convergente si, à 
n, on a constamment 


Un> niïtîn' 0V ’ elC -> 
partir d'une certaine valeur de 


« n < 


è 


OU H„< 


S 

n(l n)<+* ’ 


OU «„< 


S 


ou, etc., 


à et k étant des constantes positives. 

Ce théorème résulte immédiatement du corollaire qui précède, 
joint au Théorème X. 


31. Ihéorème XIII. Les conditions de convergence de toute série 
à termes positifs et indéfiniment décroissants sont comprises dans le 
tableau suivant : 


CONDITIONS 

NÉCESSAIRES. 

SUFFISANTES. 

lim >iK„ = o, 
iiro nlnUn — O, 
lim nln{Un)un—0, 

lim nu n .n*= A, 
lim ntm(«((n)*= B, 
lim nInünu«(iin)*=C, 


Démonstration. Les conditions nécessaires n’exigent aucune expli- 
cation : elles résultent du corollaire ci-dessus (29). Relativement aux 
conditions suffisantes, il suffit de faire observer que si le produit 

2 
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nu„n* tend vers une limite A, lorsque n augmente indéfiniment, on a 




À+l 

* 


donc la série est convergente (Théor. XII, 2°); etc. 

32. Remarques. I. L’application des règles qui résultent de ce 
tableau permettra toujours de savoir si la série à laquelle on les ap- 
plique est convergente ou divergente; c’est-à-dire que l’on n’aura pas, 
indéfiniment, 

.. ^ 1 l ^ .. ^ 1 1 ^ ^ l /n 

n >«n> nl+k . nlnlln nIn(((n)H-* ' 

En effet, quelle que soit la valeur attribuée an, les fonctions In, 
Un, llln, ... finissent par devenir imaginaires (**). 

II. Si l’on considère les équations 

1 1 l _ 1 

^ a;’ ^ xlx' y xlx(llx)' ^ xlx[llx)[ltlx) ' 

et les courbes qu’elles représentent, on voit que les ordonnées de ces 
lignes sont positives, finies et continues à partir de 

Æ=0, x=l, x—e. x=e e , 

De plus, les points d’intersection de deux courbes consécutives ont 
pour coordonnées : 





e 



e 

e 


e 

e 

e 

x — e, 

x — e , 

x — e , 

x=e , 

—1 

— (t-t-c) 

— (i-t-e+c*) 

f « 

— V«-t-e-t-e -+-e / 

y — e , 

y — e ; 

y = e ; 

y = e ; 


(•) Nous supposons, pour plus de simplicité, que tous les termes de la série ont été 
multipliés par un facteur choisi de manière à rendre égaux à l’imité les numérateurs des 

£ fi fi 

fractions de la forme - , — . -, . ... 

n nln nlnlln 

0*) Faute d’avoir fait cette remarque , un géomètre a pensé qu’une série peut avoir 

pour terme général -7- ; ■ ■ — , le nombre des facteurs du dénominateur étant iu- 

nln (un) (llln) . . . 

fini, et que « le cas de cette série (dont tous les termes seraient imaginaires!) est en quelque 
sorte le point de jonction des séries convergentes et des séries divergentes. » 
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33. Applications. I. La série 
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est divergente . 
En effet, 

II. La série 


1+ V^ + V^ + 


lim nu„ = lim — = i, 
y n 


JL + J£_ + JL _i_ ^ JJ. l 

2o+* 3“+* i°+*~ (n+t)‘*+“~"' 

est convergente ou divergente, suivant que a surpasse ou ne surpasse 
pas l'unité. 

En premier lieu, 

“* = “ m JïJ = H feï J“'raFî] '= ÏRF* 

Pour que cette dernière limite soit zéro, a doit surpasser l’unité. 
D’un autre côté, 

lim nu„.n*= lim = 0, 

si, a étant plus grand que l’unité, on prend k <« — 1. Les deuz 
premières conditions (31) étant vérifiées, la série est donc conver- 
gente (*). 

III. La série 

(g-Ws-'H Lim-'h 

est divergente. 


f i 1+ ^ï) _ « 

I(n+1) n+1 I(n-t-t) 


«u„=n 


puis, à cause de n+ ‘=e, 

lim nu„= 0. 

2 ««„.»*=_ + _ ) = oo pour n = oo 


C) Ces deux exemples soûl tirés du mémoire de M. Bertrand. 
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3° Km n/n.u„= Um ^ . lim 1 ^ ) = 1 . 


IV. La série 

[US I ^\K3 


. l+« 

1 +. 


a(w+8) 

«{»»+!)' 


l) ,+ * 




esl convergente si a est positif, divergente si a est nu/ ou négatif. 
1° On peut écrire 

«n+aflH- 


- /(w+an « 

_ 1 /(n-t-l) 

[l “~~ 'L«(n+t)- 


Cette quantité a pour limite zéro, si l + « est positif. 

go *("+2) _ < i ^ i 1 + n + i I — \ -i-l 

en posant 


V — 


i(n+l) 

/(n+t) 


/ 1 


n+il 


Par suite, 


. pKir » pK)T-» wh. xii4-ÆT 

» n L«(»+l)J P'+“L M(n-H) J n l. ( ri -H ) J U(n+0W(*+t)J 

» r ,(, | « rT .\ 'K)’ T~. 

(i»-t-j) ’+‘H + »+i) ' u(»«+i) M ( n +oJ ’ 


puis 


lim nu n = 0. 


3° nu 


T T 

k _ n‘+* r ,/. , 1 \ B+, v + * \ ' v'- 

’ B '** (n+l) l +*L \ n+l) J U«+l ) tt\ïi + 1 ) J 

Si la quantité a est positive, et que l’on prenne k=x, on a 

lim nu„n k — 1 ; 

donc la série esl convergente. 

4° Soit «~0. Alors 

n *+»,/. . -1 \»+‘ i (‘ + p) 

m, n' n ~w l V + ï+ïl ’t(n+m*+*r 
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et celte quantité croît indéfiniment avec « (*) : il y a donc incerti- 
tude sur la nature de la série. Mais 


nlnlln.u,,- 


n In Un 


(*+sr PK)'» 


"n-H /(n-H ) M(n+1) 
donc lim nlnltn.u„— 1 : 

la série est divergente (**). 

5° Elle l’est, à plus forte raison, si a. est négatif. 


Autres règles de convergence. 


54. Les règles précédentes deviennent peu commodes lorsque le 
ferme général, u„, est un produit dans lequel le nombre des facteurs 
croît indéfiniment avec n. Quand cette circonstance se présente, on 
peut recourir à de nouvelles règles (***), qui résultent des propositions 
suivantes. 

5o. Lemme I. Les séries 

1 l 1 

1 "t” 2H-* 3H-» ’ 

11 1 
2(12) *+* ~ 3(13) W-* ‘ ~ ~ 1 

1 1 
5/3 <t/ô) + (n+2)l(n+2)[M(n+2)]i+* + 


sont convergentes si k est positif, divergentes si k est nul ou négatif (29). 


(•) En effet, si l'on pose n+l=e«, on trouve 


nu„.n*= 



les trois premiers facteurs ont pour limite l’unité, lequalrième devient iniini avec z; etc. 

(’*) L'incertitude ne cesserait pas si l’on appliquait la deuxième condition nécessaire et 
la deuxième condition suffisante (Théor. XIII); c’est pourquoi nous avons cherché immé- 
diatement la limite de nlnlln.u„. 

(’”) Ces nouvelles règles ne diffèrent pas, au fond, de celles qui ont élé données, soit 
par M. Bertrand [Journal de Liouville, t. VII), soit par M. Pancker ( Journal de Crelle, 
l. XUl>. 
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JW». I.emhe H. Les quantités 

a =(”+*)(^t)‘*‘-”- _ 
B=(.+2)l(.+2)[^(^)“ 1 ]-(»+t)«(.+ l), 
C=(»+3W«+3)«(»+3)[^|^(^)'**]-(.+2)/(.+2)H(»+2). 


dans lesquelles k est supposé compris entre 0 et 1, tendent vers ( — k), 
lorsque n croît indéfiniment. 



On tire de là 


puis 


t , k(k-S) 1 /n+i\t-k 


2 (n+1) 


tfPT n. 




et enfin 
2° 

Soit 

d’où 


Uni A= — k. 


B=(»+l)«.+l)[(^)‘-l} 

2 (w-f-2 ) P /»«\ . 

/(n+2) — p+\ [ h 

<(«+i)=p'(i+ii) ; 


(•) Pour abréger, nous admettons les deux inégalités 

lL , *1*— *) , 1 

(I— (I— 3)*>1— fa-t- - --- (l " — a)»— * » 

dont la démonstration est facile. 

(••) Celle transformalion est admissible; car à toute valeur de n correspond une valeur 
de fi. En outre, ces deux quantités deviennent, simultanément, nulles et infinies. 
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puis 

B =! 

Kb)“ [&)-*]• 

et enfin (*) 


lim B = — k. 

3° 

C=(n4-2)/(n4-2)//(«+2)[(|g)-l]. 

Soit 


U (t>+2) g 

K(n+5) g+1 ’ 

d’où 



Soit encore 


<(n+3) = p+l . 



/(n+2) p ’ 

d’où 


l[n+2)=pl(l+~). 

Ces valeurs donnent 
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puis lim C = — k ; 

etc. (**). 

57. TnÉOHÉME XIV. Une série composée de termes positifs est con- 
vergente ou divergente, suivant que la première des quantités 

lim [( n +l)~rp — n |> 

f»'m[(n+l)I(n+l)^y — n/n |, 

Hm [ (n+1) /(n+l)//(n+l)^ —nlnlln] 

qui n'esl pas nulle, est négative ou positive. 

Supposons, pour Gxer les idées, que l’on ait constamment, à partir 
d’une certaine valeur de n, 

( n + l )^-«<- 7 , 


(•) A cause de — — ] * +l = e. 

\ n-t-l / 

(*■) Il ne serait pas difficile, au moyen d’un raisonnement connu, de faire voir que la 
proposition énoncée est générale. 
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y étant positif. D’après la relation 

démontrée ci-dessus, on peut toujours assigner une valeur positive 
de k, inférieure à y, telle que l’on ait, à partir de la môme valeur 
de n, 

»<(»+, 

ou ?î±!<[JÜ' + ‘. 

«n ^\n+I/ 

Mais, s’il en est ainsi, les termes de la série proposée décroissent plus 
rapidement que ceux de la série convergente 

1-1 — ^ — | — î — f_ — i_ 

donc la première série est convergente. 

La même démonstration est évidemment applicable à tous les 
cas (*). 

38. Remarques. I. Si l’on pose 

0_ Un 

r 1 =l4-r 0 (n4-l), 

r j= n ï ? ^4-r i f(n+ 1 ), 

r t =nlnl l ^~-+r i ll(n+ 1), 


on pourra modifier ainsi l’énoncé précédent : 


(■) Si lu lecteur éprouvait quelque difficulté il comparer les binômes 
(»4-1)/(b+ 1)Î^— nln, ( n+m^)\~(~Y + I -(»+!)* (»»+«) = B, 

Un Lu+2 \ln+il J 


il pourrait remplacer celui-ci par 


(»-+-!) Itn+l) 



— nln. 


En effet, celle dernière quantité a la môme limite que B. Cctlo remarquo subsiste pour 
les autres binômes. 
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Une série composée de termes positifs est convergente ou divergente, 
suivant que la première des quantités 

lim r 0 , lim r , , lim r, , lim r 3 , , 

qui n’est pas nulle, est négative ou positive. 

II. D’après le lemme II, 

limnl^-= =1, lim lim nlnllnl — i . 

donc 

lim r,=l + lt'm [r,f(n+l)], limr,=l+lim [r,H(n+l)]. 
39. Applications. I. Les séries dont les termes généraux sont 

M(H> (H). 

(n-H)/(n+l)( 1 — 5 i) 3Î3) I 1 * 


n-f-1 / n— 1-1 


’ 

r 


1 

( 4 k ) 

fl k \ 

(n-H 2 )I(n+ 2 )Ii(n-H) 

r 310/13/ 

\ mu il 


sont convergentes si k est positif. Dans le cas contraire, elles sont 
divergentes. 

D’après ce que l’on a vu précédemment (29), il suffit de considérer 
la première hypothèse (*). 

Or, pour la première série, 

lim r t = — k. 

Pour la deuxième, 


(*) En effet, si l’on suppose k=0, on obtient les séries divergentes 

1 

•n 4 " » 

1 


I 1 1 

1+ ï‘ t ‘3 + ï + - 


i 1 1 

*Ü + SÎ3 + W + ■ f '(n-l-I)I(n-+-l) 


Si h est négatif, le terme général de chaque série n'a pas pour limite zéro; etc. 
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donc 

etc. 

II. La série 


TRAITE ELEMENTAIRE DES SÉRIES. 
limr t ——k (*); 


4- 


+ / W n\ 

/ o \ 1 

(t+tga) (i+tgj)... 

...(l+fg-) 


dans laquelle n est un arc positif, moindre que - , est convergente ou 
divergente, suivant que cet arc surpasse ou ne surpasse pas f unité. 

1° On a 


n-(-l 

r,= 


I— n;tg 


-n = - 


fH-l 


n_ fl n-H _o_ 

n+1 a ' a °n+I 


donc 


1+tg^ I+tg^ 

lim r, = 1 — a. 

Si a surpasse l’unité, cette limite est négative, et la série est conver- 
gente. 

2° Si a=l, lim r ,==<). Mais, dans ce cas, 






La limite du dénominateur étant l’unité, il suffit de considérer le nu- 
mérateur. Or, à cause de 

x 


on a 


tgo:>a:, tg«< — r— (**). 

*- 5 «* 

. . 1 ^ 1 . . 1 . 2(n-H)— 1 

Sans qu’il soit besoin d’aller plus loin, on voit que 
lim [l— n tg f(n+l)= O ; 

(*) Pour simplifier le calcul, nous modifions la règle, de la manière indiquée ci-dessus 
(37, note). 

(**) La seconde inégalité esl une conséquence des relations 
sinK^a:, cos x > I— i x*. 
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donc /in» r,= 1 : 

la série est divergente. 

III. Discuter la série 

. <H-c o'-f-c' (a-K)(2a-H) (a'-H')(2o'-K') . 

1 6-k - 6'+c' (6 -k)(2M-c) ‘ (6'-K')(26'-+-c') 

(o-K)(2a-K) (n^la-j-c) (a'-K') (2a'-Hc') (n— I a'-t-c') | 

(6-t-c)(26+c) (ïT^ÎM-c) {b'+c’){îb'-hc‘).....(n^i V-t-s') 

u B+t na-Hî na'-K’ . (aa'~ 6 6 >*+(ac'-4-ca— 6c— c6> 

u n m 6— f-c * 66'nM-{6c4--c6')n-H:c' 

2° Si ad — bb' est différent de zéro, 

a a' — 66' 
lim r 0 = rr, • 


Suivant 'que cette quantité est négative ou positive, la série est con- 
vergente ou divergente. 

3° Si aa'—bb', lim r 0 =ü, en sorte qu’il y a doute. Mais, dans 
ce cas, ' 

(ac’-+-ca' — 6e' — c6’+ 66')n , -Kac'-Ka , )w-+-cc' 

66'n 9 -f- (6c'-hc6) n-\-cc' 

. . . ac'-l- ca • — 6c' — c6'-|-66' 

puis ltmr t = jjp . 

A" On peut toujours supposer b et b' positifs. Dès lors, la série est 
convergente ou divergente, suivant que l’on a 

ac'-\-cd — bc — cb' + bb' > 0. 

5" Si ac'+cd — bc — cb'-+-bb'=Q, 

il y a doute. Mais, évidemment, /tm[r 1 /(n+l)]=0; donc 

lim r,= i : 

la série est divergente. 


r,=H-(n+l)r 


Dea séries à terme* croissants et décroissant*. 


40. Jusqu’à présent, nous avons supposé que les termes de la série 
proposée décroissaient indéfiniment, du moins à partir de l’un d’eux; 
et nous avons indiqué diverses règles au moyen desquelles on peut, 
dans tous les cas, reconnaître la convergence ou la divergence. Mais il 
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peut arriver que le terme général u n , tout en ayant pour limite zéro, 
soit exprimé par une fonction de n tantôt croissante et tantôt décrois - 
santé (*). Il paraît très-difficile de trouver des règles simples, rela- 
tives à ce cas singulier. Nous nous contenterons d’énoncer la propo- 
sition suivante, analogue au Théorème IX : 

41. Théorème XV. Si des quantités 

Mj, Mj, M 3 , U „ , 

en nombre indéfini, peuvent former des groupes 

g i =u 1 + u t + +«p. 

9l~ M / H-i + Up + 2 +.....-}-U î , 

9 3 — U q + 1 -+■ W (JH-J+ + «r> 


qui diminuent indéfiniment (en valeur absolue) ; les séries 

M i+u s 4- (U) 

9 , i+9'»+ + Çi+ > (G) 

sont, en même temps, convergentes, divergentes ou indéterminées. De 
plus, si elles sont convergentes, elles ont même somme. 

42. Applications. I. Soit 


n (n-M-t-cos rot)* ’ 


auquel cas la série est 


i . i . 1 , i , i_ 

‘S- +8* 


I* 4’ 3» 0* H' “f -1 


Si l’on fait 


„ _ 1 1 _ 1 l 

9i |“4«» 9 s — 3»+ g«* 


9 r- 


(2i — l) 1 ~ (2»— 1-2)“* 

on voit que la fonction ÿ ( diminue indéfiniment quand i augmente. 
D’ailleurs, on a 


9i< 


2 {*— 4)* 


(*) Exemple ; 


v n — 


1 

(n+1+cos n-)*' 
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donc la série (G) est convergente; et il en est de même pour la 
série (U) (*). 

II. Soit 

_ I 
M ' 1 n-H+cos nn * 

On peut prendre 

__i i_ 

2t — I ' 2i+ 1 ‘ 

Et comme il en résulte 



la série proposée est divergente. 
III. Soit enlin 


u,.=- 


.ni: nu 

nam — — n’cos — 


nous aurons la série 


I-ul_i_± + 1 +±_l_±.i-l+-J J L 

14 3 16 ~ 5 ' 56 7 04 T 9 10U 11 144 

que nous pouvons réduire à 


9i — gt + 9s—9k + ±ÿi + 


en posant 


_ 1 , 1 

— 2»— 1 + 4i 1 ' * 

« 

Par conséquent, la série est convergente (**). 

45. Remarque. Une série à termes alternativement positifs et né- 
gatifs, et dont le terme général a pour limite zéro, peut être divergente. 
Pour justifier cette proposition, il sufGtde considérer la série 


1 l 

Vi — î ✓a+i 


î 

✓3—1 


✓5+1 


1 

✓4—1 


✓4+1 


{‘) On verra plus loin que celle série a pour somme — — I. 


(*•) Elle a pour somme j+ 
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TRAITÉ ÉLÉMENTAIRE DES SÉRIES. 


Effectivement, la somme des 2 n premiers termes est 



donc la série est divergente (*). 


De» séries imaginaires. 


44. Définition. Une série dont le terme général a la forme 
<x n -hfi n V — 1 est dite convergente, lorsque les deux séries 

*1+ a î + «3 + + ««+ 

Pt +J3j 4- (3 9 + +(3„+ 

sont convergentes. 

On voit que les conditions de convergence d’une série imaginaire 
donnée se ramènent immédiatement aux conditions de convergence 
de deux séries réelles. La proposition suivante réduit très-souvent 
l’examen de la série proposée à celui d’wne seule série réelle. 

4o. Théokème XVI. Une série imaginaire est convergente , si la 
série formée par les modules de ses termes est convergente. 

Si l’on met le terme général, a n -4- (3„ V— 1 , sous la forme 

Pu (cos «n+K — 1 sin <ü„), 

p u étant le module de u„, les trois séries réelles dont il s’agit seront 

p, COS tù 1 -j-pj COS ta j— -4-p„ cos “«“H 

pi sin Wj-I- p a *sin m, -|- p„sin 

Pi +pt -+- 4 -p„ 


(*) Cette série appartient bien à la classe que nous venons d’examiner; car, évidemment. 


; > 


V/»,— t V/n -et ' 


et 


i 


t 


t/n-t-l— 1 

D'ailleurs, pour réduire à la même forme les termes de rang pair et les termes de rang 
impair, il suffit de prendre 

cos (in-l)u 


t 


cos W* -h cos n* 
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Or, si cette dernière série, dont tous les termes sont positifs, est 
convergente, les deux autres le seront pareillement (Théor. IV). 

46 . Remarques. I. Si le module p„ n’a pas pour limite zéro, la 
série proposée est divergente ou indéterminée. 

En effet, à cause de 

• p>i = ««4 

une, au moins, des quantités a„, fi n n’aurait pas pour limite zéro. 

11. Si le module p„ a pour limite zéro, et que cependant la série 
des modules soit divergente , la série proposée peut être convergente. 
Par exemple, la série 

J(i /z i)+ï(-i)+lK :: i)+S+5(/-i)+jH)+ 

dont le terme général a pour valeur 

li nu , ,/ — 7- . «ni 

~[cos T -fV— 1 sm T J, 

est convergente, bien que la série des modules 

1 _f_ i -i— -- _f_ i 4. 

1 ^ 3~3 4 ^ 

soit divergente (*). 

47. Lemme (Théorème d’Abel). Soient u, , u,, , u„ des quantités 

réelles, positives ou négatives. Soient e lt e t n des quantités 

positives, décroissantes. Si, pour toutes les valeurs de n inférieures à 
une certaine limite, on a 

A< u, + u, 4- -f- «n <C B, 

on aura aussi 

e,A< Uj + -+-e„u n <c,B. 


(•) A cause de 


1111 

1-S+.T-7+.= 


et de 

la série proposée a pour somme 


1 1 ! 
1_ 7 _ 


= 14 , 
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Démonstration. Posons, pour abréger, 

*„=!<,+«,+ +u„, S„=e 1 u 1 + e,Uj-f- + 

Nous aurons 

M t— * 1 » tii—Sj s,, u,— s, s,, u n — s n — 

et, par conséquent, 

S n =£,S,+ Ê 1 (s, *i)~ I - e s(*s i(*h— i — “< *n— î)“l" £ n(*n *11— i) 

=( £ i— e»)*i + (e t — £ s)*s + + ( £ n-.— e n)*n-l+ E « 5 «- 

Mais, les différences s, — e„, e, — e,, e J( _, — e„ étant positives, 

on a, d’après l’hypothèse : 

( £ i — £ ») A < (e, — e,)*» <(6 ,— e,)B, 

(e, — e s )A< (e, — e,)** <( e » — e *)B, 


( E n — i £ n)A<C( s n— 1 £ ;i)*n— 1*^ ( £ n— I £ n)B, 

e n $n ^ £ n B. 

Ajoutant toutes ces inégalités membre à membre, et réduisant, on 
obtient 

£ iA<S„<£,B. 

48. Théorème XVII. Si les termes 


M,. «s. «j. «n. 

d'une série convergente ou indéterminée, sont respectivement multipliés 
par des quantités 

6 i» £ !» £ Sl •••••> C / 1 J ••••• 

positives et indéfiniment décroissantes , la série . 

6,u,4-e,u,4-s 3 M34- + £ «M n + (1) 

ainsi formée, est convergente. 

Démonstration. En conservant les notations du numéro précédent, 
on a d'abord 


£ 1 A<S„<£ 1 B. 

Ainsi, la série (1) nest pas divergente. Elle ne saurait être indéter- 
minée ; car 

lim e„u„ — lim e„ . lim u„= 0 . lira u n — 0. 

Donc celte série est convergente. 


Digitized by Google 



CHAPITRE II. —THÉORÈMES SDR LA CONVERGENCE. , 33 

49. Corollaire. Si aucune des deux séries 

cosw, + cosû>j +COSU 3 + -|_coso)„+ ( 2 ) 

sin<a 1 + sinw, +sinM, 4- + sin u„+ (3) 

nesl divergente, et que les modules 

P** P»’ P» pn< 

décroissent indéfiniment, les deux séries 

p,cos 0 ), 4 -p,COSw I 4 - 4- p n cos w„4- 

p,9in b)j4-p,sin&),4- 4-p„cos&>„4- 

seront convergentes. 

50. Remarque. Supposons que m„ représente l’angle formé avec 
une droite Use OX par une droite mobile 0A„. Alors, la condition 
dont on vient de parler, relative aux • 

séries (2), (3), est ordinairement vé- 
rifiée (*) , lorsque la droite mobile ne 
reste pas dans l'intérieur d'un angle 
fixe BOC. On conçoit, en effet, que si 
la droite 0A„ tourne autour du pôle 0, 
chacune des fonctions cos <•>„, sin &>„ 
repassera périodiquement par les mêmes valeurs, sinon exactement, 
du moins à fort peu près, et que, par conséquent, les séries ( 2 ), ( 3 ) 
seront convergentes ou indéterminées. Si, au contraire, la droite 0A„ 
tend vers une position limite, ou même si elle oscille dans l’intérieur 
d’un angle BOC, les fonctions cos co„, sin «„ ayant des limites con- 
stantes, ou (lu moins tendant a la forme o± s, les séries dont il s’agit 
deviendront divergentes (**). 

51. Application. Les séries 

p, cos a 4 -p.cos (0 ' H-d)4-p s cos (a 4- 2 J) 4- +p„ C09 (a+n — 1 â) 4- , 

p,sin a+p,sin(a+4)+p s sin(a+24)+ +p„sin (a+n— 14) + , 



(*) Peut-être pourrait-on dire : est toujours vérifie». 

(**) Cependant, si lim cos <»n= 0 , la série (S) pourra être convergente. De même pour 
l'autre série, si lim sin m„=0. 

3 
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sont convergentes lorsque les modules p, , p,, p 3 , p n décroissent 

indéfiniment. Cependant, si d= '2kn, elles peuvent être divergentes. 

1° Si l’on pose 

cos a- h cos (a+ d) + cos (a-\- 2d) 4- + cos (o+ n— 1 d)t =2 A„ , 

sin a+ sin (a-t- d)-f- sin (a+ 2d) + sin (a-(-n — ld)z=B„ , 

on trouve aisément (en supposant sin i d dilîérent de zéro) : 

n . . n 

sin -S . siP-j® . , . 

A„ = — - cos f a + d] , B„= —f- sin(a+ — dj. 

sin -î 

2 2 

1 \ 

Chacune de ces deux sommes est comprise entre -| — et — — — ; 

sin-î gin-â 

2 2 

donc (49) les séries proposées sont convergentes. 

2° Dans le cas où l’on aurait sin id = 0, ou d = 2kn, les séries se 
réduiraient à 

d 1 cosa+d,cosa-t-d 3 cosa+ 

d, sin a + d, sina-t- d 3 sin a+ ; 

en sorte qu’elles pourraient être divergentes. 

52. Remarque. Si d est commensurable avec la circonférence, les 
fonctions A„, B„ sont périodiques; et, par conséquent, les séries 

cosa+cos(a+d)+cos(a+2d)+ 

sina-4-sin(a-l-d)+sin (a+2d)-f- 

sont indéterminées. C’est donc à tort que divers géomètres se sont pro- 
posé d’en déterminer la somme (*). Dans le cas où les arcs d et ir n ont 
pas de commune mesure, les mômes séries sont encore indétermi- 
nées; car 


(•) Voyez, ci-dessus, la noie du numéro 4. Voyez aussi les Nouvelles Annales de Mathé- 
matiques, 1. 111, |>- 570. 
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A„ = -Aj- [ si n («4- #) — *in (a— *) ] , 


2sin- A 
2 


B «= — V'[ cos ( a ~ l)~~ C0S ( a +^V^ <*) ] ; 


2sio - S 
2 


et ces fonctions, sans repasser périodiquement par les mêmes valeurs, 
d’une manière absolue, n’ont pas de limites lises (*). 


(*) Le lecteur ijui voudra étudier d'une manière plus complète la convergence des 
séries périodiques, devra consulter les travail* de MM. Uirielilet, Malmsleu, Bjürling, etc. 
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SOMMATION DE QUELQUES SÉRIES. 


53. Problème I. Sommer la série convergente 

i 


ïïs + o + o + + 

Solution. En faisant attention que 
l \ 


n(n+l) 


n(n-H) n n-H ’ 

on a immédiatement 

S « = ( l ~l) + (5— g) + + {i~ ü ■ 


ou 


S„ = l-; 


n+1- 

Par suite, 

S=l. 

34. Problème II. Sommer la série convergente 
1 . \ \ . . l 


4- 


1.2.3 1 2.3.4 ' 3.4.5 1 n(n+l)(n+2) 

Solution. Pour ramener ce problème au précédent, posons 


1 


n 


i(«+1)(n+2) n[n+ 1) ' (n + 1)(rH-2) ’ 
l = (n+2)A +r»D. 


A = 


2 ’ 


B =-2- 


OU 

Nous aurons 
Par conséquent, 

S " == 2[îT2 - * - “^nfn+l)] ïfe + _ ^(n+l)(n+2)] ’ 


ou 


puis 


n(n+l)J 

s -iri i 1. 

2L2 (n+1)(m-2)l’ 


*=4 
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55. Éa méthode que nous venons d'employer est applicable à toute 
série convergente ayant pour terme général une fraction rationnelle 
dont le dénominateur est égal au produit d’un nombre déterminé de 
termes appartenant à la progression 


n+o, n-i-a + i, n+a-|-2, 


dans laquelle a est une constante quelconque. Celte proposition sera 
suffisamment démontrée par les deux exemples suivants. 

56. Problème III. Sommer la série déterminée par 

n* — 5n+7 

n(n+2) (n+3) (n-M)" 

Solution. $i l’on pose 

n«— 3n+7 _ A B C D 

n{n-H )(n-f-3) (n+4) n(ti-I-t) (fl-t-t)(fH-2) (n-f*2)(n-l-3) i) ' 


on trouve aisément 



B=So. 


D’ailleurs, 


s »= A Z t " +_C ^- 4 (i-I-ayft-I-S) -1- (,-- + -3)(*-+-4) * 


ou 


v»+l 1 


»(<+!) 

et, par ce qui précède, 




t . t \^»+i i i i 

i(i'-M) ~ n+1’ 2d % » (*-4-1 j 2 n+2’ 

V' n+J t t I v'* 4- * I * t 

2d t * («— t-t ) 3 n+3’ I (i-H) 4 n+4’ 


donc 


s -= s (‘-^) +B (i-4î)+ c (5-d3)+ D (ï-,-y- 


En effectuant, on obtient 
13 7 


S„= 


35 


48 12(H-t) 4(n+2) 1 4(n+3) 12(n+4) ’ 


{*) 11 est très-facile de reconnaître i[ue, la série étant convergente, la décomposition 
essayée est possible, et qu’elle l’est d’une seule manière. 
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d’où 


s-L 3 

48' 


57. Problème IV. Sommer la série convergente 
2 o-M , 2a + 2 t 2o + n 


+ 


-t- 


(<3— t— I }( a— (—3) (a—(— A- ) (a-l-2)(a-t-4}(a-(-5) ' ' (a-t-n)(a-|-n+2|(o-+-»H-3) 

Solution. Décomposant le terme général en 

* + B + £ , 

(a-l-n) (o-t-n-M ) (a-|-n-M )(<H-n-i-2) (a+n-|-2;(a+n-t-3) 

et opérant comme dans le Problème III, on obtient 


4 - (*) 


1 


1 o- 


puis 


6 a-t-1 a-HH-1 C a-t-2 a-f-n+2 3 a-4-5 o-t-n-t-5 

, • c I a 1 a 1 a— 3 

. _DmS„_ 5a+1 + 6a+i 3 a+3‘ 


58. Problème V. Trouver la somme des n premiers termes de la 
série 

1 . 1.2 . , 1.2.3 (n-t-l) 


i + - 


+ + ; 


r 


û-M (a-f-1)(a-J-2)....(a-f-n— 1) 

Solution. Pour appliquer encore la méthode employée dans le Pro- 
blème I, essayons du décomposer le terme général en deux Tractions 
de la forme 


A»— i An t 

(a-H)(a+2) (o-t-n— 2)’ (a-M)(<H-2) («+«— 1; ’ 

ou, ce qui est équivalent, posons 

1 .2.3 (n — l) = (<H-n — 1)A„_, — A„. 

Soit 


A, ,= 1.2.3 [n — 1)B„ ; 

nous aurons 

1 = (a-+-n — — nB„. 
Cette équation devient identique si l’on prend 


(*) Ou suppose a positif, ou nul, ou négatif non entier. 

(”) Comme précédemment, ia constante a ne doit point être égale à nu entier négatif. 
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On a donc 

1.2.5....(o — 1 ) J_r 1 

(o-t-1 ) (a-+-2) . . . .(a+n— 1 ) a— 1 | (a+1) 

ce qui, du reste, est évident. 

Par suite, 


39 


..(n-1) 

1.2.3....» T 

)....(o+n— 2) 

(a+1 )(a-t-2)....(o-t-n — 1)1 ’ 


8 » = ï=ï[( a “ 1 ) +1 ' 


1 .2.3 n 


(a-H)(<H-2) (o+n— 1)|’ 


ou 


_ _u 1.2.5 n 

" a — 1 (a— l)(a-j-l) (a-(-n — 1)* 


Si a surpasse l'unité, la fraction 

1.2.3 n 


(o-t-1 )(a-+-2) (o+n— I) 

décroit indéfiniment lorsque n augmente (*). Donc, dans ce cas, la 
série est convergente (*'), et l’on a 

a 


S = lim S„ = 


a — 1 ’ 


59. Remarques. I. Lorsque a surpasse l’unité, la série 
1 . 1.2 1.2.3 (n— 1) 


14- 


4 


a + 1 (o-t-1) (a+2) (o-t-1 ) (0-4-2) (o+n— 1) 

a la même limite que la progression 

+ 


fî+* 




(*) Soient a=1-t-«, et 

„ (o+l)(o-t-i) (o-t-n-l) 

rw= 

Il en résulte 

+i)+i 

Or, 

lim »J / 1 -t- 

donc 1° la série dont le terme général serait est divergente; î° IP„ croit in 

déliniment avec »; a» a pour limite zéro. 

I n 

(") Les régies données dans le chapitre précédent conduisent au mémo résultat. 
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traité élémentaire des séries. 

II. La seconde série est plus convergente que la première. En 
eflet, si I on représente par R„, R n leurs restes respectifs, savoir : 

H R - 1.2.5 n 

(o— I)a" ’ « (a — l)(<H-l)(o+2) (o+n— 1)’ 

ona 

60. Problème VI. Trouver la somme des n premiers termes de la 
série 

, (fr+l)(6+2) (6-f -w— 1) 

<H-I (a-H)(<H-2) (o+1 )(a+2) (o+n— 1 ) 

Solution. 1° En opérant comme dans le Problème V, on trouve 

s — - [n ( 6 ~H) (6+n) "I 

a-6— IL (o-(-1) (o+n_l)J- 

2° Si b est plus petit que a — 1, la série est convergente; donc, 
dans ce cas, 


lim S„=S = — —r 

a — 6—1 


61. Remarque. Si l’on prend le rapport ~~ égal à un nombre 

p, on pourra, d une infinité de manières, le développer en série con- 
vergente. Par exemple, 


9 — 1 -L j-H I (fe-H)(6+2J , (6+i)(6+2)(6+3) 

1 <4k^ 1 lT"u . v./Ai . .. “T- — r— TT —T 

= 1 + 

= 1 + 

= 1-4- 


26+3 

2 

S 

3 

7 


+ 

^ 5.6 


(26+ 3,(26+1) 
2.5.4 
h 3.6.7 
W-.-U5 
7.8 "r* 7.8.9 
3.5 , 3.5.7 

8.10 


62. Problème VIF. 


(26+3)(26+4)(26+5) 
2JT4 

6.7.8 7.8.9 

S.4.5.6 3.4.5. 6 

7.8.9.10 + 8.9.10.11 

-r - f _^-7.9 n 

8.10.12 ‘ 8.10.12.14 ‘ v 

Sommer la série 


l4-^±f + l^±£W±^)_L , (&+c,(6+2c, (6+ïï^lc) 

o+c (o+c)( a +2 c) ^ '^ - (a+c)'o+2c ) (o+^c) + 

Solution. On déduit cette série de celle qui précède, en changeant 

« 6 cl 

b en - et o en -. Conséquemment, 


(*) La plupart des séries précédentes ont été traitées par Mac-Laurin, Stirling, Lor- 
gna, etc. 
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S. 


1 la- 

(6-|-c)(fr+-2c).. 

.. (6+ ne) I 

a — b — c[ 

(a-+c)(a-+2c).. 

...(<H-n—ïc)J 


et, si a surpasse 6+e : 

lim S„ = S = — 7 — . 

a— b— c 

63. Problème VIII. Évaluer 

lit 

= + + 


" 2’ — 1 


1 4 ‘— 1 


(n+1)' — 1’ 

1 

Solution. La fraction ; — — . — - se décompose en 

(n+1)*— 1 r 

i/i L_). 

2 in n+i/' 

donc, en supposant n>2 : 

c _Hi_i , l_l , I_i , , « J ,1 1 ! 

" 2 Ll 3 “^2 4 ‘ 3 î> ""‘n — 1 n+i" 1 "» n+2J 

_iri_L.i i Li. 

— 2 11 ^2 n+1 n+2-T 

et /tmS„ = S = j (*). 

64. Problème IX. Sommer la série dont le terme général est 

1 /..x 

M " (n+-o)* — b' \ '• 

Solution. Ce problème est la généralisation du précédent. Pour 
essayer de le résoudre, remarquons d’abord que 

u _ 1 [ 1 l -i 

" 21iLn+a — 6 n+o-f-bj' 


(*) Il est assez remarquable que la série 

11111 

15 4 "îT" t "35" t ’ 

se réduise pour ainsi dire identiquement b la Traction -, tandis que la série 

11,1 1 1 

“ + -4- — — f- + — +.IIH 

* 4 9 ~ 16 25 36 

u • ffl1 

a pour limite — — I. 

Remarquons encore que, si l'on retranche les deux séries terme à terme, on obtient 

JL + _L+_ 1 _ + _L+ = I_L 

3.4 8.9 15.16 24.25 4 6 - 

(") On suppose l+o>6, afin qu’il n’y ait pas de terme infini. 
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d’où résulte 

U " âïLn+p-f-o— 6 n-+-p+a-t-6l' 

Si n+a-\-b=n+ p+a — b, 

les termes de la série se détruiront deux à deux (à l’exception des 
premiers). Or, la relation précédente équivaut à p=26; conséquem- 
ment : toutes les fois que 2b sera un nombre entier p, on aura 

îiLt + a — 6 ' 2+0—6 ^ 3-t-a— 6 ' ^ a-t-6J 

65 . Exemples. I. 

_L.. 

2’— I '3' — 1 4*— 1 ^ 2L1 2 J ” 4 ’ 

comme ci-dessus (63); 

II. 

_j. _j , ? l. 

4*— 2* ~ 5* — 2* ' 6 “ — V — 4L2~5 ' 4 ‘ 5J 240’ 

III. 

% + 4r + 4r + =|; 


'■HS' 


luVîr-U) (&+/*)*- 


■f_i 7+ _JL 1+ - hl = 2 _| ? ^; 


66. Problème X. Sommer la série 

t t - 1 1 

(t + a)'— b' (2-h a)' — 6* ' (3+ a)’ — b ~ ( 11 + a)'— b ' T 

Solution. Raisonnant comme dans le Problème IX, on trouve que 
si b est un nombre entier, 

j I ! Ll 

26lt+o — b 2-+-a— 6 ‘ 5-t-a— 6 
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Par exemple, 

_J Lj ! L_+ II — 1 

2’ — 1 3* — 1 — 1 5>— 1 T — aLi 2 J Â’ 

I 1 1_ i , _ lrl 11 l i 13 

î«-2* 5’ -2* <>»— 2- 7’— 2* 4 1 1 5 + ï 5j~"24ti ; 

etc. 

67. Remarque. D’après les deux problèmes précédents, 

1 1 1 — ’ T 1 i t 

(l+a)«-6« H "(3-t-o)'L-6> -| "(5+-a)’-4» 1 — 26Ll+<i-6 + 3+a--i 

et 


b 5+a— 6 


a-t-6 


y 


iii _ir i . i i i i 

C 2-h,)«-6* + (4+o)>- 6« (6+a) 1 — b’ - '” ~ 26 1_2 -kj- 6 1 ü^fc + • 

st b est entier. 

68. Problème XI. Déterminer 

S n = i + 2q + 3 q’+ + nq . 

Solution. On a 

qS n =q+ 25 ’ 4 - 3 g 3 + -+•(« — i)q"~ t + nq" ; 

donc, en retranchant membre à membre (*) : 

(1 — q)S„= 14- </ 4- q ‘ + + q"- l —nq n , 

m (l- g )S„=i=^ '-nq"; 

. et, par conséquent, 

c 1 — q n nq n 

' (1-7)~W 

On déduit de cette valeur, en supposant g *< 1, 

1 


S=/mS„ = { — (**). 

Ainsi, la somme de la série convergente 

1, : >.q , 3 q\ 4ÿ 3 nq'-\ 


(A) 


{*) Ce procédé est tout à fait semblable à celui que l’on emploie, en arithmétique, pour 

démontrer la formule des progressions p3r quotient : S=~- — 

q—i 

t”) En effet, lorsque q est compris entre — t et ■+■!, 

lim q"— 0 et fin» nq*~ 0. 
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obtenue en multipliant terme à terme les deux progressions 

1, 2, 3, 4 n 

1. q> î*. Ç 3 9 n " 

est égale au carré de la somme de la seconde progression (*). 

69. Remarque. Si la quantité q , au lieu d’être réelle, a la forme 
p(cos o) — V — 1 sin eo) , la série considérée devient 

l-f-2p(cos — i sinw)+3p 1 (cos2&)+t / — 1 sin2w)+ 

+ np" -1 (cosn — 1 w+K — lsinn — i u)4- 


D’après un théorème démontré (45), cette dernière série est conver- 
gente lorsque le module p est inférieur à l’unité. Dans ce cas, la for- 
mule (A) devient 

ç 1 (1 — pcos <M- pv/^Tsinu)* 

[1 — p(cosw-J- voisin»)]* [1 — f coso)'4-f’ sin’w]* 

On a donc, en égalant les parties réelles et les parties imaginaires : 


I — 2p cos »-J-p* cos 2w . _ „ , . 

~ (1 - 2 P cos o> -h?’)* =1 +2 P cos M +3p cos 2o)+ +np"“ , cos(«— 1 )«+. 

2(1 — p cos ta) sin m _ . „ . _ „ . , 

(î — 2p cos <■>+?') 1 = 2sm &>H-3p sm2o>4- +np"-’sin(n— 1)«+. 


(B) 

(C) 


70. PnoBLÈME XII. Déterminer la somme des n premiers termes 
de la série dont le terme général est 


“» = a n (a 1 +aj4- -4-a„). 

Solution. De 

S|=®i*. S s =a 1 , -ha,(a,-f-a,), S s =a, I -t-a,(a 1 +a,)-4-a,(a 1 -t-a,-t-a,), 
on conclut 


2S, — a^ + a,*, 2S, — (a 1 -f-a,) , + a 1 '~|- 0 j 3 , 

2S,=(a 1 -f-a,+a 3 ) 2 + a, ;i -f-a î s 4-a3*, 

et, en général, 

2S n =(a 1 +a ! 4- +® B ) s +a 1 a -+-a,*4- +«„*. (D) 


(‘) La formule du bioâme conduit plus rapidement à ce résultat. 


Digitized by Google 



CHAPITRE ni. — SOMMATION DE QUELQUES SÉRIES. 45 
Conséquemment, si 

A n = ai+a s +aj-f--*.-.+fln» B n =a, , +a s s -|- +a„*, 

on aura 

2S„= A„*4-B„. (E) 

71. Applications. I. Soit 

S n = 1 +q{ 1 + 5 r)+ ? *(l +g+5 , )4- +q n ~'( I +q+q'+ 

On a 


A„= 


1— g* 


1— g*» 


‘ f D T 

1—q ’ 1-g* 


s (1 — 9*)(I — 9) n+l n . 


1-9* » 


0; 

(F) 

1-9*)’ 

(G) 


donc 


(1-g)(I -g*) 

puis, en supposant g’< 1, 

S=ltm S„==^— 

II. Prenons, comme ci-dessus (69), 

gzz^cosM-l-/ — 1 sin o>) ; 

nous aurons, en supposant p< 1, 

s = 1 - 

[t — p(cosa+v' — i sino)][l — p*(cos2u+v / ' — 1 sm2w)] ’ 

ou, après quelques réductions, 

t , I — p cos « — p* cos 2 m+ p* cos 3u+ V — 1 (p sin u+ p* si n 2» — p s sin 3<u ) 

(1 — 2p cos « + p s ) (1 — 2p* cos 2w -t- p‘j 

D’un autre côté, 

S= 1 + (çf+9*)+(ïM-? :i +9 4 )+(9 3 +?'+î 5 4-ç R )-|- 

+(9’ 1 " , 4-9"+ 

=r^ [p" _ ‘cosn — l(o-f-p"cosnc.)-f- +p 2ll_5 cos 2 n — 2 co] 

-\-V — 1 V) [p n_l sinn — lw+p"sinna) + +p ,,,_2 sin 2n — 2 «]. 


(*) Pour vérifier cette formule, il suffit de faire atlenliou que 

S„— ~ [(l-g)+g( t - g W(« - g*H- «")]■ 
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Donc enfin 

2é t [p"“‘ cos n — 1 m -f- p" cos n&> 4 - + p SR - , cos 2 n— 2 o>] 

i — p cos « — p* cos 2» + p’cos 3w 
(I — 2p cos » + p 1 ) (1 — 2p> cos 2o-f-p*) ’ 

^ [p**— ' si n n— 1 M + p" S i n no -+- + p ,R - J si n 2n— 2co] 

p sin 0 + p*sm 2o — p*sin 3o 
(I — 2p cos < 0 + p 1 ) (I — 2p* cos 2«+p*j ’ 

III. Si l’on admet les formules suivantes : 


{2=1- — - 4- ~ — -4-i 

2^3 4^5 • 

j i i 1 

TT * 1 os • 5*"^” îi • • • ■ 


n 

n* 


n. 


on en conclut que la série 



a pour somme 

s =i( /2 ) ,+ S n- 

72. Problème XIII. Sommer la série 


a I a,H-a a+ ,(a,-)-a s )4-a ( , +2 (a 1 + a s -f-a : ,)+ 

-+-a a _ l _, i _ l (a 1 4-a s 4- +a„)-f- 

l'indice a étant quelconque, mais constant. 

Solution. A la somme S„ des n premiers termes, ajoutons la quantité 

a i{ a î "t - a s “I - a <x)"+" a *+l( a 3~f~0 4 -4- + 0 1+ ,)+ 

+ a *-wi-i( a n+i+ + a a+n _.) (***); 

nous aurons, en multipliant par 2, 

2S„+ 2C„= a a 

+(a,+a,+ +a œ+n _,)* — (a,-|-a,4- -t-a*-,)*; 


f) Nous les démonlrerous plus loin. 

(“) Ce résultat, et beaucoup d’autres du même genre, sont dus à Euler et à Goldbach. 
Voir la Correspondance de ecb deux géomètres, publiée par M. Fuss. 

(•••) Si «=t, C,=0. 
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d’où, en conservant les notations employées dans le Problème XII , 
aS^lWr- B.-.+ (W- (A a _ 1 )‘+2C„-. (H) 

73. Application. Soit a n =q n ~', auquel cas la série devient 

?* -1 1 H- g“(l + g)-4- ç*+ ' ( 1 + ?')+ î“ +2 ( 1+9+ ?*+ q 3 ) + 

Nous aurons 

A «-i=l + ?+?*•+■ +9 a " a =^î~ _ > '■» 

B a _,= 1+,*+,*+ +î 5(I - s, = 1 =^. B 

C n =9»- , (9+9 , + +9*-‘)-t-î 1 (9 ! +g 3 + +î*)+ 4-ÇI+M-2) 


= ? a - T ^-[ 1 + 9 ’+ 9 *+ 


„i-9-' 
— n* — 

Donc 


ga.-a ( i— qr^-r-aj '1- 

t-9 1 ^ (1-9)* “ V (1— 9)(1— 9’) ’ 


ou, en simpliGant, 


_ 9—* (1— 9")(1 — 9«+‘) 1 îa-wn-2 

(l-9)(l-9*) 


Cette formule donne 


/ifnS„ = S: 


9*~' 


■(l-9)(l-9*)’ 

ainsi qu’on peut le vérifier directement. 
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CHAPITRE IV. 

APPLICATION DES QUADRATURES A LA SOMMATION DES SÉRIES. 

74. En attendant que nous fassions connaître des méthodes géné- 
. raies de sommation, nous indiquerons quelques formules très-sim- 
ples (*), qui permettent de sommer certaines séries, sinon exacte- 
ment, du moins avec une approximation très-suffisante dans la plupart 
des cas. 

75. Théobème XVIII. Soit f(x) une fonction positive et indéfini- 
menl décroissante, du moins à partir de x= a — I ; soit F(x) la fonction 
primitive de f(x). Si l'on désigne par S n la somme des n premiers 
termes de la série 

/!«)+/■(«+ 1)4- 4-fia+n— 1)4- 

on aura 

S„ > F(o4- ») — F(a), S„< F(a+n — 1) — F(a — 1). (A) (“) 

76. Remarque. Si F(x) devient infinie pour a;=a — 1, on rem- 
placera la seconde formule par 

< F (a + n) — F (a) 4- f(a) ~f(a+n), 

ainsi qu’on l’a déjà vu (27, II). Conséquemment : 

77. Théorème XIX. Les mêmes choses étant posées que dans le 
Théorème XVI II, on a 

S„>F(a4-n)— F(a), 
S„<F(a-{-n)--V(a)-\ r f[a)—f(a+n). 

76. Remarque. La limite de l’erreur à laquelle donne lieu l’ap 
plication des formules (B) est 

»=f[a)— f[a+n). 



(') Ces formules oui été communiquées à la Société Philomathique, dans sa séauce du 
30 mars 1858. 

u «(") Ces deux inégalités ont été démontrées dans le Chapitre II (i6, *7). 
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79. Théorème XX. 

S„ > F(a+n- 1)- F(«)+î [/(«)+ /Ia+ n-1)] . 

S n < f(<m- n~l) — F(a+ 1) +f[a)+f[a+n— 1 ). 

Démonstration. i° Soit ABC NP le lieu de l’équation u= f{x). 

Soient 


b' 




AA'=u 1 =/(o), BB'=u,=/(a-4-l) PP'=u„=/(a+n~l). 

Si, comme on le fait dans la méthode des trapèzes (*), on mène les 
cordes AB, BC, NP, on aura 

5(u,+*.)>F(fl + l) — F(«), 

|(«,+«,)>F(o+2)-F(a+l), 

| (w»-i + u„) > F (a-+- n — 1 ) — (F 4-« — 2) . 

Donc S M >F(a+n— 1)— F(a)+|(u 1 +u n ), 

ou S w >F(a4-»»-l)— F(a)+|[fla)+rta+»-l)]. 

2° Conformément à la méthode de M. Poncelet, menons les tan- 
gentes aux points B, C, D, N. Prolongeons la première jus- 

qu’aux ordonnées passant par les milieux de A'B' et de B'C' ; prolon- 
geons la deuxième tangente jusqu’à cette deuxième ordonnée et 


(*) Manuel des candidats à l'École polytechnique, t. II, p. 393. 


4 
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jusqu’à celle qui passe au milieu de C D', etc. En faisant la somme 
des trapèzes ainsi déterminés, nous aurons 

+ M n -«<F|o+n — 

ou S„< F (a+«— — F (a+ 5) +f(a)+f(a+n—i). 

80. Théorème XXI. 

S n >F(a+n-i)-¥{à)+\[f(a)+f[a+n-l)], 

S B < F («+«-l)-F(a)4-i[/i[a) + /(a+n-l)]-i[/'(a)-/'(a+-n-l)]. 

Démonstration. Soit ATT'A' le trapèze déterminé par la tangente 
en A, l’ordonnée au milieu de A'B', etc. On a, en désignant par f'(a) 
la dérivée de f[x), 

TT'=U, + ^(<1); 

donc ATf A'= j[2u,-+- i/^o)]; 

puis |«,-l-|r(a) < F (aH-|) — F(«)- 

On trouverait, de la même manière, 

i«„-ir(a+n-l)<F(a+«-l)-F(a+n-|). 

Ces deux inégalités, combinées avec 

u, + «j4* + M«_i<F|a-f-n — — F ( a "^)’ 

donnent 

S n <F{a+n-ï)—F{a)+^f{a)+f(a+n-i)]~[f(a)—f(a+n-t)]. 

81. Remarque. La limite de l’erreur résultant des formules (D) 
est 

I 3 = I[f(a)-f(a+n-l)!. 

82. Lemmb. Si f(x ) est une fonction positive et indéfiniment dé- 
croissante, dont la première dérivée soit croissante et dont la seconde 
dérivée soit décroissante, on aura 

/•(*_/,)_/•(*+ h)+2hf’{x)> 0. 
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Démonstration. Représentons par < p(ft) le premier membre; nous 
aurons 

? w=- r(x~ h)~r(x+ h)+*f{ X ). 

Par de simples considérations géométriques, ou par les premières no- 
tions sur les dérivées, on trouve 

f(x+h)=f(x)-\- hf'(x+ Bh), 
r (x h) =f[x) hf{x — 5 , A) (•); 

6, 9, étant des quantités comprises entre O et 1. Conséquemment 

? >(h)=hir(x-S,h)-r(x+6h)); 

ou, d’après l’une des hypothèses précédentes, 

?'(*)> o. 

La fonction y(h) est donc croissante. D’ailleurs, elle s’annule avec h; 
donc, etc. 

83. Corollaire I. Les points A, B, C ayant pour abscisses x — h, 
x, x+h, l’angle aigu formé par la tangente TBS et par l’aie O® est 
plus petit que l’angle aigu formé par cet aie et par la corde AC. 


T 



En effet, l’inégalité précédente équivaut à 

-r(x)< fix - h) - nx+h \ 

84. Corollaire 11. Si, par les points A, B, C, on fait passer une 
parabole dont l’aie soit parallèle à Oy, la partie de cette courbe située 


(*) Chacune de ces inégalités exprime ce Tait géométrique : La droite qui joint Ut ex- 
trémités d’un arc de courbe est parallèle à la tasigente en un certain point de cet arc. 
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entre A et B sera au-dessus de AB, et l’arc de la même courbe, situé 
entre B et C, sera au-dessous de BC ('). 

85- Théorème XXII. 


S.<F («+n— t)-F( a +l)+^ aH _^( a+ t)— 

SC>F(a-4-n-t)— F(a-t-t)H-/îa)4-f 2 A“+I)-^«+2)4^/Ia4-n— l)-+-^A«+«)‘ 


Démonstration. 1° te second corollaire donne (“) 


ii tti < F ( a -+- 2 ) - F ( a + î ) < 

^ U, <F(a+3) — F(a-4-2), 


fi u n -h | ^ «„- 2 < F(a 4- n— 1 )— F(a n— 2) ; 

d’où, en ajoutant et réduisant, 

S n <F(a+n — 1) — F(a4-l)4-^u,-I-— u, 

2° Le même corollaire donne aussi : 

^ u s -t-fu,— ^ u 4 >F(a-j-2) — F(a+1), 

Ji «3 + t«*-à w « >F(a+3)-F(a+2), 

^»^ 1 +j-u„-ii( w . 1 >F(«+n-l)-F(a+R-2); 

etc. 

86. Remarque. L’erreur qui'résulte de l’emploi des formules (E) 
est inférieure à 

y = ^(u , — 2u, 4- u ,) — ^ (u„_, — 2u„ 4- u n+1 ) , 


(*) Pour abréger, nous supprimons la démonstration : elle ne présente aucune difficulté 
si l’on a égard aux hypothèses ci-dessus (82), et si, au moyen de la formule d'interpo- 
lation de Lagrange, on écrit l'équation de la parabole. 

(**) Nouvelles Annales de Mathématiques, t. X, p. 414. 
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et, à plus forte raison, inférieure à 

^ = 2u s + u s ) (*). 

87. Résumé des théorèmes précédents. S„ représentant la somme 
des n premiers termes de la série 

f[a)-\- f[a+i)-^~ f[a+2)-\- -\-f[a-\-n — 1)4- 

et F(x) étant la fonction primitive de la fonction f(x), laquelle est sup- 
posée positive et indéfiniment décroissante, on a : 

1° S»>F(a4-n) — F(a), j ,p. 

Sn<F(a+n)—¥(a)+f(a)—f(a+n); 

2° S»>F(a4-n — 1) — F(a)-j-- [f[a)+ f(a-i-n — *)] > ] 

( (C) 

&,< F (a+ n-ÿ - F (a+\) + M+f(a+ n- \ ) ; j 
3» S»>F(a-f-n — 1) — F(a)+\[f[a)+f(a+ n- i)] , 

Sn<F(a+n-l)-F(a)4-|[Ao)4-A«+"-l)]-ifA<»)-/’(«+«-l)]i 
4«S»>F(a+ n -t)-F(a4-IH-A«H-^/o+t)- 1 V(«+2)+^Aa+»-l)-+-^/Ia+n) ) ' 
S«<F(a4-n— Ij— F(a+l)-(-^A'a)4- 1 ; 2 A«+I)— jV(«+n— 2)4-^Aa+«— I). 



Application*. 


88. I. Évaluer la somme des 1000 premiers termes de la série 
harmonique. 

On a, à moins d’une unité du septième ordre, 

7,485 470 9 ("). 


(•) En effet, la courbe ÀBC...NP (79) étant convexe vers l’axe des abscisses, on a 

.Wn- 

«•< j . 

ou u.-i— 2u«-t-u«+i>0. 

On peut remarquer, en outre, que £ représente le douzième de l'aire du parallélo- 
gramme déterminé par les ordonnées AA', CC', la corde AC et la parallèle à cette corde 
menée par le point B. 

Ajoutons enfin que, les formules précédentes pouvant être variées de bien des ma- 
nières, nous avons essayé de les présenter sous la forme la plus simple possible. 

('•) Comptes rendus de l'Académie des sciences, séance du 32 septembre 1856. 
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Cela posé : 

1° Les formules (B) donnent : 

s 1()00 >fiooi, 

ou 

S,ooo>6, 9077553, 

2° Les formules (C) : 

s 1000 >nooo+ii,ooi, 

ou 

5.. 0.> 7,408 255 28, 

3° Les formules (D) : 

S,„«o> 7.40825528, S li00 < 7,408 255 28+|[l — «ôêôJ* 

ou 

S„ 0 „>7, 40825528, S 100 .<7,533 25528; 

4° Les formules (E) : 

5.. ..>ll0OO_/2+l+i-i + 1 4.»,OO 1 +± î ^. 

5.. ..<ll000-12+!| + |-i. 4 + 1.0,001, 

ou 

5.0. «>7-47899691, S I 000 < 7,50677468. 

89. Remarque. Dans cet exemple, les résultats les plus approchés 
ont été donnés par la seconde des formules (C) et par la première des 
formules (E). Si l’on adopte ces deux formules, on aura donc ce nou- 
veau système : 

Sn> F(«+n-l ) — F (<H-1 +«_!)+ ifla-H») , 

S»< F J a + n— 5 j — F j a+^j +f(a)+f(a+ n — I ) . 

A partir d’une valeur suffisamment grande de n, la limite de l'er- 
. reur commise sera, très-sensiblement, 

e= F(o 4- 1 ) — F (a — — ~ f[a- f- 1 )-)- ^ f[a-+- 2) (*). 

(•) En effet, Wm^F(o+n-t;— p|a-r »— *|l=o, lors même que la série est divergente. 


S looo <fl00l4-l- î ^. 
S,„oo<7, 906756 3; 

S,„o.< 11999—13-1-1,001, 
S IO «<,<7,502 790 05; 
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90. II. Évaluer 

S _1 , 1 , 1 , . JL 

10 li 12 " r 1000’ 

Si, dans les formules (F), on fait f\a,)=~ , n=1000, on obtient 


S>11000 — 111+0,1 
S<Z1999 — 121 + 0,101, 


1 

12 " 


+ £. 0,001 + 


L _i_ 
12 • 1001 ’ 


ou 

S> 4,656 445 79, S <4,650 879 90. 

91. Remarque. Si à chacun de ces deux nombres on ajoute 
1+-+- + + -, 0,1 aura deux entre lesquelles seront 

comprises S 1000 , et ces limites seront beaucoup plus approchées que 
les premières. Or, 


1 ^ + î + ï + 5 + î+ï + i + S = a ' 8a#9M » 

donc S looo >7, 485414 04, S 1000 < 7,485 848 15. 

92. III. Entre quelles limites est comprise la somme 

1 •» , _1 , 

^ 1000001 1 000 002 2000000 ' 



Les formules (D) donnent : 

S> Z 2 000 000 1 1 000 001 +§ti oooooi 2000 ooo J ’ 

s < Z2 ooo ooo— / 1 ooo ooi -t-|fîôôôôôr ioüôôôô ] 8 [tôôôôôt* 


L_l 

2 OOO 000" J 


ou S> 0,693 146 930559 945, S<0, 693 146930560039. 


On a donc ainsi , avec treize décimales exactes , la valeur du 
deuxième million de termes de la série harmonique. 

93. IV. Évaluer 

O _« , « _tt, I <("+9 

&n— i + 9 ' 16 (n+1)"- 


1° 


En prenant f(x)= 


te 

X*’ 


on a 


n*)=c-5- 


i 

x’ 
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donc, par les formules (D), 

ç » « ■ 1 <(»+*) 1 U/2 /(n+1) -l 

ûnP-g-T-j n+1 n+i r ïL4 #+l J' 

„ ^/2 1 /(n+1) 1 1 r/2 /(n+1 h lrl-2/1 1— 2/(n-f1)i 

^< 2+2 „ +1 n+l^aLi" 1- n+1 J 8L 8 (n+1)* J’ 

S>\ + ll2. S<g4-|/2; 

c’est-à-dire 

S> 0,933 216 99 S<0, 939 25284. 

2° Les formules (E) donnent 

„ /3 i /2 7 a i_ u „ . a i 13 « s a 

3 ■ +_ 5 + 4 + 12 9 12 16’ 5 _h 3 - *"l2 4 + 12 9 ’ 

OU 

S >T08 i3 +l' 2 + 3- S <l^ i2 +S fâ +|, 

ou enfin 

S>0, 93681023, S<0, 93812734; 

donc, à moins de 0,002, 

S=0,937. 

94. V. Évaluer 

c __L _i 1_, I * 

n aP ' (a+ljp (o+n — 1 )p ’ 

l'exposant p étant supposé plus grand que l'unité. 

A cause de f[x)=a ; - J, on a 

F(x)=C — i 

donc 
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s >>Pïfcfe- 


i 

(<H-n — 1JP~ 1 

\ i t r i \ i l rj_ 
(a+n-I)i’->J + 2Lo!> + (a+n-l)P.r8 P LaP+ 1 ' 


|+ifc+ 


(a-t-n— 1}P. 




\ 

(a+n— I) p+ 


* 



etc. Ces formules peuvent servir à calculer, avec une approximation 
plus ou moins grande, soit les sommes des puissances semblables né- 
gatives d'un certain nombre de termes appartenant à la suite naturelle, 
soit les limites vers lesquelles tendent ces sommes. Par exemple, les 
formules (D) donnent 

l,3737>i+i+ +^>0,9987; 


\\ i i i 

8 ""l* ‘ 2* ^ 5' 


> 1 . 


95. Remarques. I. On voit que la somme des cubes des inverses des 

11 

nombres naturels est comprise entre 1 et — . Par d’autres méthodes 
on trouve, pour valeur de cette somme, le nombre 
1,202 056 (*). 

II. Si, dans les formules du numéro précédent, on changeait p en 
— p, on pourrait les faire servir, moyennant certaines modifica- 
tions (**), au calcul de la somme des puissances semblables et positives 
des nombres naturels (***). Il est vrai que les résultats seraient géné- 
ralement peu approchés. 


Digression sur les séries divergentes. 


96. Nous avons fait voir, dans le chapitre II (9), que la somme 
d'un nombre indéfiniment grand de termes consécutifs, appartenant à 
me série divergente, peut, dans certains cas, avoir pour limite zéro. A 
plus forte raison, cette somme peut tendre vers une limite finie, 
s’il existe, entre le nombre n de ces termes et le rang a du premier 


(*) Lacroix, t. III, p. lia. 

(**) Par exemple, dans la formule (A) ou devrait changer > en <. 

(•••j Voyez, sur ce su jet, les Nouvelles Annales de Mathématiques, t. YX, p. 230. 
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d’entre eux, une relation convenablement choisie. Le Théorème XIX 
entraîne, en effet, la proposition suivante : 

97. Théorèmk XXIII. Si le nombre entier n est une fonction don- 
née du nombre entier a, qui devienne infinie en même temps que a, et 
si la différence F(a-f-n) — F(a) tend vers une limite X lorsque a croit 
indéfiniment, on a 

lim [f(a) + fia -F- 1)+ +/(<!+ n — 1)]= X. 

98. Applications. 1. Soient 


f[ a )=l - n=(p—i)a+q, 

p et q étant deux nombres entiers donnés. On aura 

F(a)=ia+C, 

f(a+n)-¥(a)=l(p+l), X=/p; 


donc 




. » ' 1 • • • • 
a-f-1 

•+ ÎW+9 _i]-'P- 

En particulier 




“»Ü 

-O 4 - 


II. 

Soient 





*•>==■ 

, n=a t ; 

d’où 


F(a)= 

lia- t-c, 


F(a+n)- 

„_x I f(a+o‘)_ /o ‘ +i ( ,+ 5). 

• F w 1 i a ~ l la ; 

puis 

X=I2 et 




i.«r 1 , 1 


4 < 


Lata 1 (a+l)I(a+l) 

(a"+a — ljtfa’+a— 1) 

III 

1. Soient, enfin, 




f[x)= 

G 

11 

b 1 , n=26 + l, 


b étant un nombre eutier. 
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Ces hypothèses donnent 

F(x)=2/a:4-C, F(<M-n) — F(a)=*2 : 

donc 

lm l vp + vV+î"*” ~ 2 ‘ 

99 . Remarque . A cause des formules (B) du numéro 77, on a 

j_ ( ^ i i * ■>» 9 

y/b*' ✓6 î Tî' + " ’ 

VF+Î + + VUCPB <2+ b[b+i) ’ 

ce qui est assez curieux. 
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100. Etant donnée une fonction d’une ou de plusieurs variables, 

f(x, y, z, ), on peut se proposer de la développer en série, ou de 

trouver une série convergente 

«i+w» +«j 4- +«„-+- 

qui ait pour limite f[x, y, z, ). Par exemple, le développement de 

ordonné suivant les puissances entières et positives de x, est 

l + a3+a: 1 4-a: , + : 

en effet, lorsque cette série est convergente, elle a pour limite 

101. Remarque. Une même fonction peut admettre plusieurs déve- 
loppements (*) : la fonction — - , égale à 

1+ a:-|-a! î 4-a; > 4- * 

est développable aussi suivant la série 

, ® , i.S.as* t.2.3.t»* 

1 + r+^ + (t+z)(l+2x) + (l+x)(l + 2x)(i+3:E) 

lorsque x est positif et plus petit que 1 (**). 

102. Parmi les développements dont une fonction est susceptible, 
celui qui procède suivant les puissances entières et positives d’une 
variable, étant ordinairement le plus simple (***), est aussi celui que 


(*) Et même une infinité de développements. 

(■*) Ceci résulte de ce que l’on a vu ci-dessus (S9, I). 

(**') Il est essentiel d’observer qu’une fonction d'une variable x n’est pas toujours déve- 
loppable suivant les puissances entières et positives de x. Par exemple, on ne saurait avoir 
logx= A-t-Bx-f-Cx’-t-Dx’-t- 

A, B, C, D, étant des constantes. En effet, cette équation se réduirait, pour x=0, à 

— » = A. 
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l’on cherche presque toujours, de préférence à tous les autres. Les 
propositions suivantes servent à résoudre les questions les plus im- 
portantes, relatives à ce genre de développement. 


Théorème de Taylor. 


105. On sait que, f[x ) étant une fonction entière, du degré m, on 
a, quel que soit l’accroissement h , 

nx+h)=f(x)+±r(x)+£ ï r(x)+ , +T J^—r( X ). 


Lorsque f{x) est une fonction quelconque, cette relation doit être 
modifiée ainsi qu’il suit : 

104. Théorème XXIV (Théorème de Taylor). Si f n ' HI (z) reste finie 
et continue pour toutes les valeurs de z comprises entre x et x+h, on a 


fl x+ h)=f[x)+- { f ( x ) +nf (*)+■ 


^1.2...n(p+l ' V ' 


( 1 ) 


p étant un nombre pris arbitrairement entre 0 et n, et 9 étant un 
nombre inconnu, compris entre 0 et 1. 

Démonstration. Représentons par R le reste que l’on obtient en re- 
tranchant de f[x+h) la somme des n+1 premiers termes du se- 
cond membre : il s’agit de prouver que 


»}«-p 

K— 1.2...n(p+l) 


p +l (x+9h) (*). 


(2) 


En remplaçant® par a — h, on a d’abord 

R = f[a)-f[a-h)-\f(ar-K)-^r^)-- ( 3 ) 


(•) Cette forme du reste, qui comprend les deux formes ordinaires 


AM-l 


-/‘«H-qæ-t-to), R= 


fcn+1(t — 6 




1.2 n(n-t-I)' ’ " 1 . 2 . 

a été donnée par M. Édouard Roche ( Journal de Liouville, t. XXIII, p. 271). Elle est com- 
prise elle-même dans une expression très-générale, due à M. Schlémilch, que nous fe- 
rons connaître. 
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d’où, en prenant la dérivée par rapport à h : 

£/>-*)+■ + rê^r( a - h ï + ï£^r +, i«-v 

-r(a-h)-\r{a-h)-£r(a-h)- 

c’est-à-dire 

D’un autre côté, l’égalité (3) donne 

?(0) — 0. (5) 

Conséquemment, il s’agit de déterminer la fonction <p(A), s’il est pos- 
sible, par la connaissance de sa dérivée et par la condition (5). A cet 
effet, nous démontrerons d’abord la proposition suivante (*). 

103. Lemhe. Si les fondions tp(x), <f(x), <{.(*), <|/(«) restent finies 
et continues depuis x = a jusqu'à x=b, et que la fonction i|/(x) ne 
s’annule pas dans cet intervalle, on a 

ip(b)—tf(aj *'[«+i(6— a)] 

~ +'[«+•(& — a)ï ’ [ ) 

c étant un nombre inconnu, compris entre 0 et 1. 

Démonstration. Soit la fonction 

F(*)= [?(&)— <?(<*)] <K*)— [#)-+(«)]?(*) : 

d’après les hypothèses précédentes, elle est continue, aussi bien que 
sa dérivée, depuis x = a jusqu’à x = b. Or, 

F(o)= ?(&) <K<0 — 'î'(^) ?(°), F ( 6 )=— ?(a)#)+«Ka)9(6)=F(a). 

Par conséquent, F'(as) s’annule au moins une fois, entre x = a et 
x=b; ou, ce qui est équivalent, l’équation F'(a;)=0 a au moins 
une racine comprise entre a et b. C’est précisément ce qu’exprime la 
relation (6) : cette relation est donc démontrée. 

106. Dans la formule (6), supposons, successivement, 

a— 0, b = h, ^{x)=xP +l , e=l — 6; 


(*) Celle marche a élé indiquée par M. Sclilümilcb [Jounvtl de UouviUe, nov. 1858) . 
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nous obtiendrons les corollaires suivants : 


#)=î(o)+®=$%m pi 

(») 

?W=tP>)+ ^,-,^ 'Ki— »W, (9) 

qui vont nous servir à compléter la démonstration du Théorème de 
Taylor. 

107. En effet, les équations (3), (4), (5) donnent 


ou, en remettant x au lieu de a — h, 


R =1 

ce qui est précisément l’équation (2). 

108. Remarques. I. Si le reste R tend vers zéro lorsque n croît in- 
définiment, on a 


fl*+»)=A*)+îr(*H-o/>)+ + r5rb/‘<*)+ W 

II. Pour que cette égalité ait lieu, ou que f[x-\-h) soit dévelop- 
pable suivant la série de Taylor, la valeur attribuée à a; ne doit rendre 
infinie ni f[x) ni aucune de ses dérivées. En môme temps, l’accrois- 
sement h doit être suffisamment petit. 

III. Si, dans la formule (2), on suppose, successivement, p=n, p—0, 
on obtient 


R= 

R= 


A*+* 


1.2.3.... 
/,»+!(! — « 


1 .2.3 n 


n(n-H) 

/» +1 (a: 


f"+‘(x+Qh), 
Oh). 


( 10 ) 

(H) 


Ces deux formes du reste sont très-fréquemment employées. 

IV. Au lieu de supposer la fonction égale à laissons-la 
complètement arbitraire; nous aurons, par les équations (7), (4), (5), 


#)=R= 


$(A)— <M0) (1— «)*A» 
'vW— w'l.2 fl 


/•«+*[«— (1—6)4]; 
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ou 


R 


W—HQ) (i-*)»*. 

f[l— 9)Al 1.2 n 


f n +'{x+Sh). 


( 12 ) 


Dans cette expression très-générale du reste de la série de Taylor (*) , 
la fonction arbitraire <{<(i) est assujettie seulement à ces deux condi- 
tions : 1° elle doit rester finie et continue depuis a;=0 jusqu’à x— h; 
2° sa dérivée <j/'(x) doit, dans le même intervalle, rester finie, continue 
et différente de zéro. 


Sàrie de Mao-Laurin. 


109. Théorème XXV. Une fonction quelconque est développable 
suivant la série de Mac-Laurin : 

f[x)=no)+ x ~r (o) + (o) + +~y~ n n °)+ (b) 


si la quantité 


R: 


X"+i(l — 6)”+P 

1.2 n{p+l) 


f n+, (8x) 


(13) 


tend vers zéro lorsque n croît indéfiniment. 

Démonstration. En supposant a:=0 dans la formule de Taylor, et 
remplaçant ensuite la lettre h par la lettre x, on obtient 


f[*)=m+- i m+y\°)+ w-eSm 


etc. 

110. Remarques. I. L’énoncé et la démonstration du dernier 
théorème supposent que f[x) et toutes ses dérivées restent finies et 
continues pour x=0. Si le contraire arrivait, on remplacerait la 
formule (4) par celle-ci : 


m=f{a)+^f(a)-^=fr(a)+. 


(x— o)" 


1 . 2 . 


/»+ (14) 


que l’on obtient en changeant x en a et h en x — a dans la série de 
Taylor. 


(*) Due à M. SchISmilch. 
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II. La série de Mac- Laurin, supposée convergenle, peut n'avoir pas 
pour limite f(x). Pour le faire voir, prenons 

1 

f(x) = <?{x) + e x \ 

(f[x) étant une fonction qui reste finie et continue, ainsi que ses dé- 
rivées, pour x=0. Il est facile de reconnaître que la fonction expo- 

nentielle e 1 et toutes ses dérivées s’annulent avec x. Si donc l’on 
appliquait la formule (4) au développement de f[x), on trouverait 

9 (*)+> , = ? (0)+f ? '(0)+^ ? "(0)+ +—^0 0 )+ 

OU 

?(*)■ + e* =?(*); 

ce qui est absurde. 


Applioatîons dea théorie* précédente!. 


111. Formule du binôme. 1° Si l’on suppose f{x)~(i+x) m , la 
série de Mac-Laurin devient 

m(m— 1) , , m(m— 1 ) (m-n+1)^ , 

1 + 7* 4 H 1.2 n ^ 

Elle est convergente lorsque X est compris entre -fl et — 1 (15, III); 
mais, afin de savoir si elle a pour limite (1— |— £c) m , il est essentiel de 
former l’expression du reste. Or, la formule (10) donne 

R _ æ , |+ ,(i 

^«(m— 1) (m— i+t) (i+l— m)x (n-în)cc^ i 

1.2 i ’ X X i-t-I ‘ ï+2 ’n-t-l X (1 -1- esc)"-!- 1 — m * 

t étant le nombre entier immédiatement supérieur à m. 

Cela posé, si x est positif et moindre que l’unité, le produit 

(i — m)x (i+1 — m)x (n — m) x 

«4-1 ' t+2 ' fM-t " ’ 
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dont tous les facteurs sont inférieurs à a:, a pour limite zéro. En 
même temps, 

i 


lim 


(i+ex)»+* 
lim R=0, 


:i<l; 


donc 
et 

(i+*r=i+=»+^=!V + . + «^^î±!l af -+ (C) 

2“ Soit f[a ?)=(l — x) m . Alors 

(1-*)"=1-?S+^^V-, 

• * 1 

Mais, à cause du facteur qui peut être très-grand, et 

même infini, la valeur de R, employée ci-dessus, n’est plus applicable. 

Il faut donc recourir à la formule (11). Elle donne 

Le premier facteur diminue encore indéfiniment lorsque n croît. De 
plus, à cause de , le second facteur a pour limite zéro, ou 

du moins il reste inférieur à l’unité; donc 

lim R=0, 
et 

— »«/.*. A\ «»/« t A \ /.» «Jt \ 

:■*).(») 


(1 -*r=i-^+ f ^*’- ± m{m ~^':~ n+ ^ ‘± 


112 . Développement de e 1 . Si l’on prend f(x}= e x , on a 
/*(*)=«*» f(x)=e* flO)=l, m=l. fW=h 


(*) Nous ne pouvons Indiquer, ni pour la formule dn binôme, ni pour les autres ap- 
plications des séries de Taylor et de Mac-Laurin, les conséquences très-nombreuses et 
Irés-inléressanles que l’on en déduit. Nous renvoyons, pour ces détails, soit au .Vanue! 
des candidats à l'École polytechnique, soit aux Traités de Calcul différentiel. 
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* I = 1 +ï+ri+ 

jçiH-l 

avec R— e ,T . 

1.2 (n+lf 

• x n 

Quelle que soit la valeur attribuée à x, le terme général q- 5 — — - a 

pour limite zéro (15, 1); donc il en est de même du reste R, attendu 
que le facteur e ,x est nécessairement fini. Par suite, 

^+ï+u + W 


115. Développement (le sin x. De f{x)=s'mx on déduit 

f(x)=cosx, ri x ) = — sin*. f '{ x )~ — cosx, 

P\x)=sinx=f[x), f'[x)=f'{x), ; 

puis 

fi o)=o, /'(o)=i, r(o)= 0, n o)=— 1, no)=o : 


3? a? 

sin X X fTs+T^XTÏÏ' 


jp»*— 1 jpî*-H 

: 1 ,2...(2n — 1) t.2...(2n+t) C0S ^ ' 


jpxn-t-i t t 

La fraction — , - a pour limite zéro; de plus, cos (Sx) est 

compris entre — 1 et +t. Par conséquent, 

se 1 a? x*"-' 

Sinx_X + t.2.5.4.s~ * 1.2.3... (2n—1) + ^ ' 

quelle que soit la valeur de x. 

114. Développement de cosx. On trouve, absolument de la même 
manière, 


cosx=l--+— ^ 


'1.2.3 (2h— 2) " 


111». Remarque. Si, dans le développement de e *, on change x 
en x\f — 1 , on obtient 

1 + V=Ï-— — — *—VZZ\— 

1.2 1 .2.3 K T 1. 2.5.4 ^1.2.3.4.5 

La partie réelle de cette série est égale au développement de cosx, 


Digitized by Google 



TRAITÉ ÉLÉMENTAIRE DES SÉRIES. 


et les coefficients de V — I forment le développement de sinx. On ex- 
prime ce résultat par V équation symbolique 

e x ' t/ -'=z cosx+f^ — 1 sin x, 

dont les conséquences sont excessivement nombreuses (*). 

116 . Développement de 1(1 + *)- Si, dans la formule de Mac- 
Laurin, nous supposons f\x)— i(l-j-x), nous aurons 

f(x)=~js=( 1+®)', /»=—(!+*)! 

/*"(*)= 1.2(t+x)! f\x)=± 1.2 (n— 1)(1 + *); 


fl0)=0, f(0)=l. f(0)=-l, 

f'(0)=1.2 /'"{0)=± 1.2 (n 1 ) ; 


par conséquent, 


x X X' , X' 
/(!+*)=-— -J+ g— • 


T»** 

.±-+R, 

n 


avec 




à cause de la formule (5). 

Nous savons (15) que la série 



est convergente lorsque l’on a 

1 , x<l, 

et qu'elle est divergente dans tout autre cas. Cela posé : 

1° Si la valeur de x est comprise entre 0 et 1 , inclusivement, la 


(*) Par exemple , si Pou élève les deux membres à une puissance quelconque n , el 
qu’ensuile on y remplace x par nx, on obtient 

e "*V-t—[cosx-t-V/—î siu*)*, 
e’^V^—cosnx+i/^i sin nx; 


donc 


(cosæ+v^— l sina:)"= ;osnx+ v'—l sin nx. 


Cette relation constitue la formule de Uoivre. 
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quantité ne surpasse pas l’unité (*) ; de plus, diminue 

indéfiniment. Donc 


lim R= 0, 


et 


l{l+x)=x— ^4- 


X* X* 

Y T + 



(H) 


2* Si la valeur de x est comprise entre 0 et — 1 , la quantité [j-p-J 

n’ayant plus de limite nécessaire, on doit, comme pour le dévelop- 
pement de (l+x) m (111, 2°) , recourir à la seconde forme du reste. 
On obtient ainsi (108, III), après avoir changé x en — x : 


ou 





À cause de 

x — 5x< 1 — 9x, 

le second facteur tend vers zéro quand n augmente. Et comme le pre- 
mier facteur a une valeur finie. 


lim R= 0. 


Conséquemment, 


-I(l-s)=*+f-t-f -K 



(O 


pour les valeurs de x comprises entre 0 et 1. 

117. Remarque. Si, dans les formules (H), (I), on suppose x=i 
on trouve 


et 


12=1— i + = — — J-f 

1111 

-f- 00= 1+ 


1 , 


Ce dernier résultat, qui pourrait servir à prouver la divergence de 
la série harmonique, montre aussi que l’équation (I) subsiste encore 
lorsque x=l. 


(*) En général, celle fraction tend vers zéro lorsque n augmente. 
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118. Développement de arc Igx. De f[x) = arc tgz on tire 


m= 


i 




m-- 






r» 


2(3x* — 1) 

(1+x*) s ’ 


mais les calculs se compliquent bientôt, de manière à déguiser la loi 
suivant laquelle procèdent les dérivées (*). Pour la mettre en évidence, 
il suffit de faire attention que 


f (*)— iL+av^+l-avCrï]— 1) ‘+(1— xV — I) - *J. 

En effet, cette décomposition donne 


rw =— \aV=\[[\+xV^Ï)-'— (1—, X V— 1)-»]; 

n*)=+|.1.2.(/=I)*[(l+ Æ /=ï)-»+(l_ a: /— ,)-*]; 


et, en général, 

Pty)— 2*l-2.3 (n — 1 )( — |/— — 1)~"±(1 — xV— 1)~"]; 

le signe + se rapportant au cas de n impair. 

Par suite, 

l y {0)=l, f(0)=0, /’"(0)=— 1.2, /‘ IV (0)=0, 

r(°)=+l-2.3.4, /*(0)=±1.2.3 (n— 1) 

(n étant impair) ; puis 

a:* . j? a? 1 

arc tgx=x — — 4--=- — ± t-R, 

° o o n 1 

R==i(_/— «---(i-to/— 

119. La série 



est convergente lorsque la valeur absolue de x ne surpasse pas Tu- 


pi Néanmoins, si l’on pose /'(æ)=y, et si l’on observe que — 1 ■= cos'y . on obtient 
aisément 

ÿ ;n '= 1.2.3 (n— 1) COs" y cos (ny -+- tt| . 
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nité; par conséquent, elle représentera arctgæ si JimR=0. Sous 
sa forme actuelle, on ne voit pas clairement que le reste R jouisse 
de cette propriété ; mais, si l’on pose 


1 = p cos ^ , 0a:=psinX, 
et si l’on a égard à la formule de Moivre (115) : 

(cosX4-^ — 1 sin A) p = cospX-(-|/ — î sinpX, 
05*+' sin(n-(-1)X 


on obtient 
donc 

et 


R= ± 


n+1 î±î ' 

^ (l-M’x 1 ) * 


lira 15=0, 
x X* , X" x' 


«rctg*= T — 5+-J— T + ±-T. 


(K) 


120. Remarque. On voit, par cet exemple, que la formule de 
Mac-Éaurin se prête assez difficilement au développement des fonctions 
algébriques fractionnaires ("). Nous indiquerons bientôt d’autres pro- 
cédés plus commodes; mais nous appliquerons encore la méthode pré- 
cédente à une question particulière. 

121. Problème. Développer, suivant les puissances entières et po- 
sitives de s, la fraction 

1-t-x 

B — ox+x’' 


Solution. Cette fraction se décompose (**) en 
lorsque x est plus petit que 2 (***) : 


2— x 3— x 


. Or, 


2 — x 


(l-t-f + fî ]; 


(*) La fonction arc Ig x est transcendant; (nais il est clair que la difficulté signalée 
ici tient uniquement à ce que la formule en question ne s’applique pas aisément au dé- 
veloppement de 

(**) Manuel des candidats à C École polytechnique, t. I«, p. S35. 

(•*•) En valeur absolue. 
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et, si x est moindre que 3 : 



"1 

Conséquemment, 




6-SdH-** 3/12* 3*/ ~ 

3 »)' 


pourvu que la variable x soit comprise entre +2 et — 2 (exclusive- 
ment). 

Si, par exemple, on suppose æ=l, on a 



Séries récurrentes. 


122. Définitions. 1° Une série 

A 0 +A 1 ®-t-A,x , 4- + A„_,Æ n-1 -4-A n a:"4- (1) 

est dite récurrente, lorsque 

A n +«iA B _ l -|-a,A n _3+ -\-a k \„_ k = 0 ; (2) 

a,, a k et k étant des constantes. 

2° L’équation (2) est l’échelle de relation de la série ('). 

3° Enfin, suivant que le nombre k= i , 2, 3, la série est du 

premier ordre, du deuxième ordre, du troisième ordre (**), etc. 

123. Remarque. L’équation (1) peut être écrite ainsi : 

\ n X"= — A n _ 1 X’'~ , .a,X — k n _^d'~ 7 .a. t X l — — A. n ~ k .X n ~ k oc k x k . 

Elle exprime donc qu’un terme quelconque d’une série récurrente est 
égal à la somme des k termes précédents, respectivement multipliés par 
des constantes. Cette propriété caractéristique est souvent prise pour 
définition. 


(*) La plupart des auteurs disent i « L'échelle de relation d'une série récurrente est «, , 
*„ ...... a*. > Nous n'avons pas cru devoir adopter cette définition. 

(*‘) Toute série récurrente du premier ordre est une progression par quotient. 
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124. Théorème XXVI. Toute fraction rationnelle est dévelop- 
pable suivant me série récurrente, dont /’ ordre est égal au degré de 

m n. 

Démonstration. 1* Si l’on décompose ~~ en fractions simples, on 

pourra développer chacune d'elles en série convergente (**). D’ail- 
leurs , la somme de plusieurs séries convergentes est encore une série 
convergente (***) ; donc la fraction proposée est développable en me 
série convergente de la forme (1) (*“*). 

2° Cela posé, de 

^=A 0 +A 1 z4-A 1 æ*-I- +A n . i af- l +A H af‘+ (3) 

on conclut 

f[x)=[A. 0 4-A 1 x+A 1 * , + -4-A K _,a; ,,-1 A„a:' , 4- ]F(x) ; 

puis, en supposant 

F(x)= -f -a*x\ 

et en identifiant les deux membres : 

K+ + 4-A„_ t «' i =:0; (4) 

pour n>4; etc. (*****). 


(“) Il est sous-entendu que la fraction est irréductible; que le degré du dénominateur 
surpasse celui du numérateur; qu’aucun des deux termes n’est divisible par x; etc. 

(*‘) Les fractions de la forme - — — produisent des progressions par quotient; les 

autres se développent par la formule du binôme (ltl). 

(’**} Pour démontrer rigoureusement cette proposition, il suffirait de considérer les 
restes des premières séries. 

('"*) Tout ceci suppose, bien entendu, que x est compris dans deux limites conve- 
nables. 

(.....) 0n voit q ue nou$ lra i( 0ns | a 5 é r i e convergente contenue dans le second membre 
de l’équation (3) comme un véritable polynôme. Pour légitimer complètement cette ma- 
nière d’agir, on pourrait poser 

f{x) 

A 0 -t- A , i+A,xM- 4- A pB+i(x)a:"+ 1 , 

en représentant par pa-t-i (sc) une fonction qui ne devient pas infinie pour r — 0 • re _ 
suite du fait de la division de f(x) par F(*j. 


Digitized by Google 



74 TRAITÉ ÉLÉMENTAIRE DES SÉRIES. 

125. Théorème XXVII. Réciproquement, toute série récurrente con- 
vergente, de la forme (1), a pour limite une fraction rationnelle 

St+S*— i. *,£-+- 1 

l + +<nx k ' 

dans laquelle S k représente la somme des k premiers termes de la série. 
Démonstration. En faisant, dans l’équation (2), 

n — k, n — k-+-i, n = fc-f-2, n = k-\-l, 

on obtient 

A* X k -l-A*..,®* -1 .a,X-\- 4-A„ .a*x*=:0, 

A/^iE^'+A* X k .a 1 X+.....-{-A- i X .aiÆ k =0, 
A k ^d‘ +t +A.k+iX li+l • « 1 *+ -+-A,X*. a k X k = 0, 


él k+ tX M -\-A. k+ iXf i+t ~ i .a l X + +A,X l .a k X k =0. 


Ces égalités donnent 

(S k _ 4 _/ + , — S») + (S* +i | )a , x-\- ..... -J- . cc k x k — 0 ; 

puis, comme les sommes S &m< S /+ , ont, par hypothèse, 

une même limite S : 

_ S*-f- St -|.»,Æ + + S,a k _iT t ~ 1 

l + x,*+ + **1* 


Applications. 

1 -f- T 

126. Problème I. Développer 
De 

l+x=(6— 5 x+«’)2 o An®"» 

on conclut 

1 = 6A 0 , 1 = 6A,— 5A 0 , 0=6A,— 5A, + A 0 , 

0— 6A„ — 5A„_,4- 
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donc 


puis 


11 


4!) 


Aj g* 1 ^S”gï ' •••••y 


1+X 


A „= 


3in-2 — 2»+J 


6"+i 


J 11 J . 40j* . 

6— 5j+x* î> 6“ *” 6s 


pourvu que x soit compris entre — 2 et - 4-2 (*). 

1 


127. Problème II. Développer 9 
On trouve 


2 — 2x+ x 1 ' 

1=2A 0 , 0=2A 1 — 2A 0 ; 


et. pour n> 2 : 


donc 


2A„ — 2A„_,+A„_j — 0; 


A o— â’ A ‘~2’ A, ~~ï' A »— A ‘— 8’ As ~ 8’ A ‘~ 16’ 


puis 


1 1 l_l' T -4— 1 J* i r ‘ 1.x 5 ir'x J.v» 

1_2x+x , "~ 2^2®^4* ' 8* 16* o2* 




64" 128 

pour les valeurs de x comprises entre — /2 et 4-|/2 (exclusive- 
ment) (“), 

128. Remarque. On arrive plus rapidement au résultat, et l’on 
voit mieux la loi des coefficients, en multipliant par 2+2x4- x* les 
deux termes de la fraction. En effet, 

I 2+2X+X 1 2+2X+X* 


2-ir-kr* (2+x*)’— 4,r* 4+x* 

= ï( 2+2x+xj (1-^+5—^+ ), 


(*) Ces résultats s’accordent avec ce que l’on a vu ci-dessus (1SI). 

(’*) Pour que le développement de — — soit convergent , a étant imaginaire, il faut 

a—x 

que le module de x soit inférieur au module de a. Le lecteur démonlrcra facilement cette 
proposition, s'il met a et a; sous la forme 

f (cos «h-v^T sin i). 
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ou 

\ 2 îx , x' 2x 4 'îx s a* 2a* 2a» a'° 

ï-Zt+x'~* + 4 " 1 4 4 * 4 * 4 , ‘"’ - 4 ‘ + 4 ‘ + 4 * ’ etC ' 

129 . Problème III. Développer 

La division du numérateur par le dénominateur donne, pour les 
premiers termes du développement, 1 — x*+2æ’. D’ailleurs, V échelle 
de relation est 

A» == A -+-A„_ 3 . 

Par conséquent , 

A 4 = — 2, A g =2+1=3, A e =— 3— 2=— 5, A 7 =5 + 2=7, 

A 8 =— 7— 3=— 10, A„=15, A 10 =— 22, A lt =32 

puis 

=1 — æ‘+2x s — 2 æ 4 +3æ 5 — 5x 6 4-7æ’ — 10æ*+ 15æ" 
— 22a;’ 0 +32x ,1 — 

pourvu que x soit, en valeur absolue, inférieure à la plus petite racine 
positive de l’équation qui donne les modules des racines de l’équation 
x J — x— 1=0 (*). 

150 . Remarque. Dans l’exemple I, ou dans le problème de la 
page 71, il a été facile de déterminer le terme général du dévelop- 
pement de la fraction, parce que l’on connaissait, sous forme finie, 
les facteurs du dénominateur. Il en est de même pour l’exemple II. 


(*) Si l'on pose 
on oblient 


a = p (cos «4- V— t sin *}, 


1+ f cos a — p* cos 3a =0, p sin « — p* siu 3*= 0. 

On peut remplacer ces équaiions par 

l=p*-t-p* — 2p‘(I — îsin’a), 1=?*(3— isin*»). 

Celles-ci conduisent à p‘-t-p‘— 1=0. 

équation dont la racine |>osiliru est comprise entre 0,8088 et 0,8089. La série est donc 
convergente pour les valeurs de x comprises entre —0,8689 et -f-0,8689 (exclusivement). 
Ajoutons que les racines des équations 

x'— x — 1=0. p*-t-p‘— 1=0 

vérifient la relation x=— 4. 

P* 


Digitized by Google 




CHAPITRE V. — DÉVELOPPEMENTS EN SÉRIES. 77 

Mais, si l’on se proposait d’assigner le terme général de la suite 
1, 0, —1, 2, —2, 3, —5. 7, —10, 15, 

on serait ramené à la résolution de l'équation irréductible 
x' — x — 1 = 0. 

La question peut donc être regardée comme à peu près insoluble {*). 

131 . Problème IV. Développer — ï , suivant les puis- 
sances de x. 

Solution. Le développement commence par l-t-cos0. D’ailleurs, 
l’échelle de relation étant 

A„ — 2A„_, cos8-f- A„_ 2 =0, 
ou 

An= A„_, 2cos 9 — A,,_i, 

il en résulte qu’un terme quelconque du développement cherché est égal 
à la somme des deux termes qui le précèdent, respectivement multipliés 
par 2cos0 et par ( — 1). D’après les formules de Thomas Simpson, 
les cosinus des multiples de 9 procèdent précisément suivant cette loi. 
Donc, à cause de 

A 0 = 1 , A,= cos0, 

nous aurons 

A,=cos20, A,=cos3G, A„=cosn0, 

et, par conséquent, 

1 ““ x cos 6 

; — r — — r= 1 -he cos 0-t-x’cos 20+x 3 cos 3©~H +x ,, cos n9- f- , 

1— 2jcosB-f at* ’ 

pour les valeurs de x comprises entre — 1 cf -4-1 (exclusivement). 

132 . Remarque. Si, dans la dernière formule, on suppose x=cos0, 
on trouve cette relation assez remarquable : 

cos20+cos0cos304-cos , 0cos40-t- -t-cos ,1- ‘0cos(n-t-l)0-I- = — 1 (**). 


{*) Cependant, si l'on appelle a, 6, c les trois racines de cette équation, on trouve, 
par un calcul que nous supprimons : 


l—o 1—6 1— c 

An——— gu -f* — — — -f- c*. 

20-1-3 26-+-S ' 2c -1-3 


(") Elle est en défaut lorsque cos6=±i (5S). 
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133. Problème V. Trouver la fraction génératrice de la série ré- 
currente 

1 — x 4- x l — 2x 3 + 5 x* — 1 1 æ 5 4- 2 3x“ — 4 8x’ 4- 1 0 1 a 1 * — 

dans laquelle 

A„ + 2A„_, — A„_4= 0. 

Solution. Cette fraction a la forme (*). 

D’ailleurs, si l’on multiplie par t-\-2x — x * les premiers termes de 
la série, et qu’on identifie le résultat avec a-+-bx-\-cx l -+-dx*, on 
obtient 

a — 1 , 4=1, c= — t, d—0. 

Par conséquent, pour des valeurs de x suffisamment petites (*"), 

. 1— æ-4-x*— 2 æ , 4-5x‘— llx 5 4- 


(*) La série étant régulière à partir de n=i, le numérateur de la fraction génératrice 
est un polynôme du troisième degré, ou d’un degré inférieur. Si l’échelle de relation 
n’était applicable qu’à partir de n=p, le degré du numérateur serait p— 1, au plus. 

(*’) Cette restriction, sur laquelle un ne saurait trop insister, doit être faite toutes les 
fois que l’on essaye de développer une fonction en série. Faute d'y avoir égard, on arrive 
à des résultats du genre de ceux que nous avons indiqués au commencement de ce 
Traité (i). 

Si, par exemple, on supposait x— t dans la dernière équation, on trouverait 

1 — 1-4-1 — 2+5— 11+23- 18-t-tO!— =î , 

ce qui est complètement absurde. 

Remarquons encore que si, en cherchant le développement d’une fonction o{x), on est 
conduit à une série qui soit divergente pour toutes les valeurs de x, il en résulte que la 
forme essayée est impossible. Euler a trouvé , pour le développement de la fonction <p(ir) 
déterminée par lus deux équations 

1 

e x — 1 

?(*)= ~ F(®>, F'(*)=«®, 

la série 

1.*— 1.2. **+1.3.3. aA— ±l.S.3 

Or, il est très-facile de reconnaître que cette série est toujours divergente (excepté pour 
■r= 0 ). Par conséquent, le résultat obtenu par ce grand Géomètre est inadmissible, aussi 
bien que l’égalité 

1— 1.3>+-1.2.3— I.8.3.4+ = 0,i03 6526377 

qu’il en a déduite. 
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134. Problème VI. Reconnaître si une série est récurrente. 


Solution. Supposons que. dans la série proposée : 

A # -f- A,x+ An#" -H ( 1 ) 

le coefficient A„ soit une fonction donnée de n (*), savoir : 

A «=?(»)• (2) 


Si la série est récurrente, elle a pour somme une fraction inconnue 
® (125). Or. 


f(x) _ y P B, . yv Cj y* G< , 

F(as) (6 — x)' (c — xp ^ î Uj — X) 1 ’ 


en supposant 


F (as) — (x — b) p (x — c) q 
Si les diverses fractions simples 


H‘ C> 

(6 — x)‘ ’ (c — xp ’ 




_Ci 

[ g —*) 1 ’ 


étaient données, on pourrait les développer par la formule du binôme, 
et l’on aurait, par exemple. 


B, R, r , . i x_j_ (t-fn— 1} x" 

(6— xi* 6‘ L 1 '"l b ‘ " r 1.2 n 6* 

Mais, par la théorie des combinaisons, 

*(i-t-l ) («4-n— 1) (rH-1)(n-+-2) (n-M— 1 ) 

1.2 n 1.2 (»— 1) 



donc le coefficient de r" , dans V p ■■ B * a pour valeur 

6" Jmd i (6— X/’ 1 

B, B, »+l B s (ri+t)(fH-2) , K P (n-H)(«+2) (n-t-p— 1) /ox 

f ~r j» i.2 "*■ bP 1.2 (p— 1) » W 


c’est-à-dire une fonction entière de n, dont le degré ne surpasse pas 
(P— 0- 

D’un autre côté, une fonction entière de n, du degré (p — 1), est 
toujours décomposable suivant la forme (3), c’est-à-dire que, ip(n) 


O Celte manière d’enlendre la question est la seule qui nous paraisse admissible. 
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étant cette fonction, on peut déterminer les coefficients B,, B,, B p 

de manière à avoir, identiquement, 

5i_i_®iü±i-i- , Bp (n-H)(fH-2) (n+p— t) _ ., , 

6^6* 1 T ^ bf 1.2 (p-1) — ;• V*) 

Par suite, pour que la térie (1) soit récurrente, il faut et il suffit que 

l'on ait 

A n =B6-”H- Cc-"+ +Gg~”, 

b, c, g étant des constantes, et B, G, , G étant des fonctions 

entières de n (**). 

135. Remarques. I. En augmentant d’une unité les degrés des 

fonctions B, C, G, on a les exposants des facteurs 6 — x, c — X, 

g — x, dans le dénominateur de la fraction génératrice. 

II. Si le coefficient A„ est égal à une fonction entière de n, du degré 

p — 1, la fraction génératrice se réduit à (***). 

Soit, par exemple, 

A „=n 3 — 3n+l, 

auquel cas la série est 

1 — x+ 3a5*+ 1 9x’+ 5 3x K + 1 1 1 æ 5 + 

On trouve (133) pour fraction génératrice, ou pour somme de la série, 

1 — S*-M3x*— 

(t-x)' 


(*) Si l'on suppose, successivement, n=— l, n=— 2 , n=— 3, , ou obtient 


b. 

b 


= +(- 1 ). 


B, Bq I 


Çi 

b ■ b‘ 


+5i=H-3), etc. 


(*’) Une autre solution de ce problème a été donnée par Lagrange. 

(“") Ce corollaire de la propriété précédente peut être démontré directement, d’une 
manière assez simple. 

La fonction entière A» étant de degré p— I, sa différence p* est nulle ; donc l’échelle 
de relation est 

A, — ? An— ±A»_p=0; 

et, par suite, le dénominateur de la fraction génératrice a pour valeur 

— - x'~ ±a:*=(l— œf. 

1 l.S 
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Recherche du développement d’une fonction, au moyen du développement 
de la fonction dérivée. 


136 . Théorème XXVIII. Si, pour toutes les valeurs de x comprises 
entre 0 et une quantité positive X (inclusivement) (*), on a 

F'(®)=A 1 + A t a; + A > æ'+ A„ic”— ‘ -f- (1) 

on aura aussi 

F(®)=F(0)+A i *+|a,x , + !a,x*- 4- -t-U„x"+ (2) 

pour les mêmes valeurs de x. 

Démonstration. La série (1) est supposée convergente, c’est-à-dire 
que 

F'(x)=A,-+-A s a;4-A s * ! + -t-A^-'+R,,, (3) 

R n représentant une fonction qui tend vers zéro, lorsque n croît in- 
définiment, et que x est compris entre 0 et X. 

Si l’on prend les fonctions primitives des deux membres, on aura 
donc 

F(*)=F(0)+A 1 ®+iA,®*+ÎA3* 5 + +lA„®»+?(*,n), (4) 

en désignant par <f(x,n) une fonction qui a pour dérivée R„ , et qui 
s’annule avec x (**). 

Cela posé, cette fonction peut être regardée comme représentant 
l’aire comprise entre l’axe des abscisses, la courbe qui a pour ordon- 
née R„, l’axe des ordonnées et une ordonnée quelconque, répondant 
à une valeur de x inférieure ou égale à X. Or, l’ordonnée R„ a pour 
limite zéro ; donc ij>(x,n) converge aussi vers zéro. 

137 . Remarques. I. Le théorème subsiste lorsque la série ( 1 ), 
convergente pour x<X, devient divergente quand x=X , pourvu que 


(*) On pourrait remplacer zéro etX par deux limites quelconques; mais l'équation (S) 
deviendrait un peu plus compliquée. Du reste, le cas général se réduit aisément au cas 
particulier. 

(") Cette fonction ç existe, car elle est la différence entre F(æ) et le polynôme qui la 
précède. 

ti 
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la série (2) soit encore convergente pour cette valeur de x. En effet, 
les deux membres de la formule ( 2 J sont des fonctions continues, 
constamment égales; donc leurs limites, répondant à 2 = A, sont 
égales entre elles. 

II. Ce même théorème permet de développer en série toute fonction 
dont la dérivée est algébrique, beaucoup plus simplement qu’on ne le 
pourrait faire par l’application du théorème de Mac-Laurin (120). Les 
exemples suivants vont justifier cette assertion. 


Application*. 


138. I. Développement de 1(1 -f-x). De F(x)=/(14-a:), on tire 


1 


F'(*)=:^;=l X-hX % 2 * 4 - ±X n T. 


x étant compris entre 0 et +1. Par conséquent, entre ces mêmes 
limites, 

Z(l+a)=®_-+-— + = (A) 

on n’ajoute pas de constante, parce que f(l) = 0, 

159. Remarque. La première série cesse d’être convergente lorsque 
2 = 1 ; mais, comme la seconde l’est encore pour cette valeur de x, on a 


12 = 1 - 




110. IL Développement de 1(1 — x). Changeait x en — x dans (A), 
on obtient 


-/(1-«)=*+t+Ç+. 


jn-hi 

’+irpr 4 ” 


(B) 


141 . III. Développement de arc tgæ. La dérivée de cette fonction 


est 


I + .T* 


donc 


2 S -+-Æ*— 

- 2 6 -K., 

,..±* ,n T 

x* , a* 


**•-*-» 

5 + 5 

7 ‘ 

2 n-i-i 


(C) 
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On n’ajoute pas de constante, parce que le premier membre est sup- 
posé représenter le plus petit arc dont la tangente est x. D’ailleurs, 
la série (C) cesse d’être convergente à partir de *=±1. 

442. IV, Développement de arc sin x. Cette fonction a pour dérivée 
Or, par la formule du binôme (111), 



pourvu que «soit compris entre — 1 et +1 (exclusivement). Par suite, 


, 1*’ , 1 .3 x“ 1.3. Sa;’ 

arc^^+is+Os+OTeT- 


1 .3.8.7 æ* 

'2.4. 6.8 9 W 


etc. 


143. Remarque. La série (D) , encore convergente pour ®=1, 
donne 

1 (E) 


2 


2.4.3 1 2. 4. 6. 7 


De même, en faisant æ = , on trouve 


l =l +± + J±-, 

3 ^ 8.3 ^8.16.5 


1.3.3 


1. 3.3.7 


8.16.24.7 816.24.32.9 


(F) 


144. V. Développer la fonction qui a pour dérivée 
On a trouvé (128) 

_1 

-ïx+x'~ 


i—ix+x'" 


r(x)= — —f+g+g. 2 * 4 *>■ 

w 2— 2*+** 4 ' 4 ~4 


4* 


aV 3*V 2æ* *’• 

*4* ' 4 S 4’ 4* " 


D’ailleurs, 


2 — ix+x* 1-H* — 1)‘ 
est la dérivée de arctg(x — 1). Donc 

arctg(x — 1) 


De plus. 


as* 

_ ___j 


/as* 

X* 


JJL , 

Xi* 

-- — 

\ 

ïX 1 

2.3/ 

~\JJP 

TiT 

0.7/ 

h \16.9 H 

r 16.10~ 

32.11/ 


arctg(— 1)=— 
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donc enfin 


1 x as* x 5 \ 

_/fl_ 

x * æ 7 \ 

1 

/y*IO 

L_ X |_ 

\M 4 T2 H “27>/ _ 

\4.3 H 

h 4.6 + 8.7/ H 

h [l6.9 H 

r 16.10 ' 


2arctg ( x — 1)-+- - 

St) — w 

145. La série (G), qui est convergente entre x = ±/"2 (127), 
pourrait servir, comme le développement (C) de arctga;, à calculer 
le rapport de la circonférence au diamètre. Nous entrerons, à ce sujet, 
dans quelques détails. 

1° D’abord, si l’on suppose x=l, on a 

( n 4 " O ) _ ( 4 . 5 _t_ '4i6'' + ' o) + ( Ï6^ + Ï6 rio + 32.11 ) 

2° x=[f'2 donne 

2arctg(/2— x )+ï=j+\ = \k 

=^ 2 [ï + B — 5 — ? + ^ + ïî“ ] + [ 1— ! + S““ ] ; 

ou, à cause de 


4 = 1 - 


.1 _L_i i _I_ 

3^3 7 + ’ 


: ( 6 ) 

i=^*(ï + |— g— ? + § + Ts+ )• (•) 

3° En combinant les formules (6) et (c), on obtient facilement 


4 ✓a 


8 7 ' 9 1b 


1^ 

17' 


"23' 


1 

25* 


1 1 


1 


1 


4 y/ 2 8 ~ S \ A A •î — a a a a “f - 


11 13 1 19 21 


OU 


,=48y2_i)(i+ 5 l î+H ! s + s L j + ), (rf) 

«=16y2+i)(i +n ! i5+j _!_ î+ _!_ 4 . ). w 

4° Le premier membre de la formule (G) est la même chose que 
2[arc tg (os — 1)-|_J] = 2 [arc tg (x— 1) 4 - arc tg i] = 2 arc tg-ï-^ ; 

CD 


Digitized by Google 



CHAPITRE V. — DÉVELOPPEMENTS EN SÉRIES. 


85 


doue 


2arct Sâ=i 


I x i x* ' .r 1 ^ x* t x* _ x’ \ I x 9 ï" 

-[n + u+ïxl-[tt+u^) + \îM+ï 6 Â 


x " \ 

16.10^327l'ir 


(H) 


. . . . i 

5° Si, dans cette dernière équation, on fait x=-, on obtient 


arc tg- 
*3 


(JL, 

, 1 | 

11. 2* 

1 2.2 5 1 ; 


1 


L+_L. 

3.2* 0.2' 1 


jj_ 

”7.2" 


I 


I 


9.2'* ' 10.2 19 


+ îi72 Ï7 ) — ' ® 


6° Dans la formule (H), changeons x en — x; nous aurons 

x x* x 5 x* 


2arctg 


+7- 


+ 


5 2-l-x 1.1 1.2 ' 2.3 A.» 4.6 8.7 ‘ 16.9 16.10 ' 52.11 

et, en supposant x= 1 , 

1 l 


— -;(*) 


1 


i 


< 


arCt 0 3~1.2 2.2^3.4 3.8 ' 6.8 7.16 ' 9.32 


1 1 


1 

^ (i rta 


10.32 ' 11.64 


(0) 


La différence de forme entre les séries ( f ), (g) est assez remar- 
quable, surtout si l’on se rappelle que l’on a encore 

l_l 1,1 1,1 

arc tgs s 3.3 I- ^3 3s ni "r a» 


7* Dans la même formule (H), supposons ; nous aurons 
arc *f?7 (ï^2» ■*" 4_ 3.2‘) (3.2' 1 ' 6.2“”^' 7.2'*) 4 " 


8° 

•K 

4 

arc tg ; 

JL 4. 

1 

4__Ll 

,1.2 4 

2.2* 

'3.2*/ 

r 1 | 

1 

a__L] 

,1.2* 1 

2.2» 

4 3.2>i 


)_(JL + jL + 

/ \K.2 7 ‘ 6.2* ' 

1 

,1 ‘ -1 

, 1 . 

| 1 ). X 

7.2 ">/ 

~l9.2‘* n 

r 1U.2'*~ 


) I 1 , 1 , 

1 

\ + ( 1 - 

, 1 

, 1 ) 

7 [S.S" ' 6.2 ls 1 

7.2 18 , 

1 ' \9.2 M 

' 10.2« 

r 11.2“/ 1 


Etc. (*). 

i46. VI. Développer la fonction F(x) qui a pour dérivée 


Vl+x* 


(h) 


[') Quelques-uns de ces résultats ont été donnés par Euler. 
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On trouve aisément F(æ)=/(j!+I // 1+æ), en supposant F(0)=:0. 
D’ailleurs, 


F' (t) 4+*r=i-^^-^ + . 


donc 


l(x -\-V l-p-x*)= 


la; s _j_JLLv 

2.3 ^ 2 . 4.5 2 . 4 . 6. 7 


x——x 


1 . 3.5 . 

X- 


(L) 


147. Remarque. Si l’on change x en xV — 1, on trouve 

l{xV^i+V 1 — Æ ‘)=l CZ{ [ x + ± 4 . j ; 

c’est-à-dire, à cause du développement de arc sin a; (142) : 

i [x \rzi+v \ arc sin æ„- 
ou encore, en supposant y= arc sin x : 

/(cos y 4 - K — 1 sin y)—yV — 1 ; 
ce qui équivaut à la formule de Moivre (115). 

148. VII. Développer la fonction dont la dérivée est 


H-ao— 


De 


on tire 


F'(*)= 


l+x-v'i+i 1 


F(x)=2l( 


l+v' l-f-®’ — x 

T" 


) — /( V l-j-a;’ — x) 4-l+Æ — V 1-f-Æ* , 


en supposant F(0)=0 (*). 

Le développement du radical donne ensuite 


(•) Pour remonter de ta dérivée à la fonction primitive, on pose V / H-x*=Æ4-*; ce 
qui donne 

1— a* 1 14- a* „„ . . I\ 1 î T , 

F ^*=-t 1 ‘ | -ï-ïîl} e t c - 

On voit que cette transformation a pour effet de rendre rationnelle la dérivée proposée. 
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_/ t la, 4 1 4 .l) B \ a 3a5 O 

F(®) = X —,X +%Jt x 2.4.6- * + iX6^8 ,a: " 


149 . Remarques. I. En changeant x en — x dans la formule (L), 


l {\fîJ^~ x )=„[ x+ ±. x > + ijltf + ] . 

De plus, 

1 + x-V\+x'=xŸ {x)=x—\x'+^—^ { .x ç ‘+ 2 ^*—., 
Par conséquent, 

il F(jî) + 1 [K l-f-35* — jt) — (1-f- x—VT+x') 

— _± -L JLL _î^» 




-[•+H* p +iîâ« F +C&'+ ] 

r 1 , , 1 , 1.3 , . 1.3.3 , 1 

L 35 2® - ^2.4 Æ 2.4.6* ~^2.4.6.8* J 

, 1 i 1 i 1.3 , 1.3 , 

~ X + Î' X £5* 2.4’* 2.4.3* 

, 1.5.3 , 1.3.3 , 1 .3.5.7 . 

~ 1 “2X6 i * t.4.6.7 * a.4.6.8** ^ 

II, Si l’on fait as=i dans cette dernière formule, on trouve, après 
avoir changé tous les signes, 

ia^-« . 1 1 . 1.3 1.3 1,5.3 1,5.5 1. 3.5.7 1 .3.5.7 

2* -2.3 '2.4” '2.4.3 2.4.6- + 2.i.6.7' + '2XÏÏ!8 rf ' 2.4.6.8.9 

ce que l’on peut écrire ainsi : 

lo—i 1 *- 5 - 9 l- 33 1.5.5.7.17 1 .3.5.7 1.3.5.7.9.21 , 

2 , .3 - ’"2.4 , .5 2.4.6*.7' + ‘2.4.6.8 , .9 2.4.6.8 , .9" I ‘2.4.6.8.10 1 .H ' 
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CHAPITRE VI. 

SOMMATION DES SÉRIES. 

|{»0. Nous avons indiqué précédemment (Chap. III) plusieurs pro- 
cédés très-simples, et pour ainsi dire purement arithmétiques, qui 
permettent de sommer certaines séries. Nous allons exposer actuelle- 
ment, autant que le comporte la nature de cet ouvrage, quelques-unes 
des méthodes générales que les géomètres ont imaginées, dans le des- 
sein de résoudre le problème de la sommation des séries. Dans ce cha- 
pitre, nous serons obligé d’employer la notation infinitésimale, ce que 
nous avons évité jusqu’ici (*). 


(*) Voici, pour les jeunes lecteurs qui n'ont pas en main un Traité de Calcul intégral, 
les principes de celle notation : 

Sy du 

1 " Si y=f[x), y'=f'{x)—liM — , se représente par -f--, 

Sx dx 

i> La partie principale de sy, c'est-à-dire y' Sx, est appelée la différentielle de y : on la 
représente par dy; 

3° Lorsque x=y, sy—sx=dy; en sorte que la différentielle de la fonction se réduit 
alors à l'accroissement de la variable indépendante : pour cette raisoo, ce dernier ac- 
croissement est généralement représenté par dx ; 

i » Conséquemment , le rapport des différentielles de y et de x, c’est-à-dire dy : dx, 

dy dy 

égale y' ou —(!•). Autrement dit, dy— — dx; 
dx dx 


5° F(*) étant la fonction primitive la plus générale de f[x), ou écrit F( x)=f f[x)dx+ C: 
le signe f, initiale du mot somme, s’énonce somme de ou intégrale de. D’ailleurs , l'ad- 
jonction de la constante arbitraire C montre que f f[x)dx est une intégrale indéfinie, ou 
la fonction primitive <p{cc) que l’on obtient en renversant les règles du calcul des dé- 
rivées; 

6° Si F(e) doit s'annuler pour x=a, on a F(x)=v(x) — <j(a) = J" f[x)dx : a est la 
limite inférieure de l’intégrale; 

7° L'expression f f{x]dx=<}[b) — <ç(a)=F(&) s’appelle une intégrale indéfinie : elle 
J a 

est évidemment indépendante de x, si a et b eu sont indépendantes; 

8° L’équation J u dv=uv— fvdu, que l’on vérifie en diffirenliant les deux membres, 
constitue le principe de l’ intégration par partie. 
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PREMIÈRE MÉTHODE. 

151. Elle consiste à effectuer, sur la série proposée, des différen- 
tiations ou des intégrations, de manière à en conclure, s’il est pos- 
sible, une nouvelle série que l’on sache sommer (*). 


Application*. 

152. Problème 1. Sommer la série 



Solution. Si l’on représente par f[x) la somme cherchée, on a 

f(x)= 1 ■+• £4- x* + -I- * n-, 4- 

ou 

rw=T- h- 

Donc f[ x )— — l (l — *)î 

ce que l’on savait (**). 

153. Problème II. Sommer la série 

f{x)= l“4-2x-^- dx'-f* 4 x*4- 4- nx tl ~ t 4~ 

Solution. Cette équation donne 

ff[x)dx=x-{-x t -{-x*+x*+ 4-C, 


puis, en prenant les dérivées des deux membres , 

Ainsi, 

1 - r, = 1 4- 2x 4- 3 x‘4- 4x 5 4- 4- nx" -1 4- ; 

(I— ®) 

résultat évident par la formule du binôme. 

(*) Il est entendu, une fois pour tontes, que ces deux séries devront être convergentes. 
(**) On traiterait de la même manière les séries qui représentent arc Ig x, arc sin x, etc. 
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134. Problèmb III. Sommer la série 

x a 


({*)='- 


a-i+i ^ apa+rt 


SC<>+1 *—l)b 


a+6 a+ïb 1 a-f- (n — l )6 " 

Solution. Opérant comme pour le Problème I, on trouve 


puis 


/■(*)-£* 


(A) 


Il s’agit donc, pour résoudre complètement la question, d 'effectuer 
l intégration indiquée , ou de trouver la fonction primitive de ~ — -y. 

Toutes les fois que a et b sont entiers positifs, ce problème, dont 
nous allons donner quelques exemples, ne présente d'autre difficulté 
que la longueur des calculs. 

133. Problème IV. Sommer la série 

ffx\— i- X " -L. X “ 

m— 5 + 7 + ïr + TH + 

Solution, D’après la formule (A) , 

^ = fï^ dx ‘ 


D’ailleurs, 


donc 


ou 


*' — 1 , * , i . 

1— <*• ~ 4(1-*) ~ 4(1+®) -^(l+xy 
fl x )~ — - 1{ 1 — ®)+j I(l+a:)4-| arc tg x, 


ft B ) == i i S + i arc *8*0- 


136. Problème V. Sommer 


Solution, La formule (A) donne 

«*>=/&• 


P) D® n’ajoute pas de constante, parce que /t0)=0. 
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Le dénominateur 1 — x * se décompose en 

(1 — «)(i4-*)(i — *4- **) (1+ * + *•). 

Par conséquent, 

+ C arc tg + C' arc tg , 

A, A', B, B', C, C' étant des constantes. Pour les déterminer, prenons 
les dérivées des deux membres; nous aurons 


\ A A' B| — l-f-2x) B'(I-t-2x) C </~ GV3 

I— x* i—x l+x 1 — x+x‘ t-f-x-t-x’ 2(1— x+x’) ' 2 ( 1 -)-x-He') ’ 


A =-l A '=4 B== ~à’ B '=f*’ C=C'=:!t/3. 


Par suite. 


rf \ 1 y f 4“# , i * 1 +Æ-4-J » 1 / o T * SLr— -4 . 2j-f*4 1 

rt*)= ë * ï=ï+ « * g L arc + arc l s ; 


ou enfin 


1 » d+xl^ l+x+x» ) 1 . xv/3 

/ w— 12 * (1— Æ )*(|_x-f.x») + « arc t 8 

157. Problème VI. Sommer la série 

s= (5 + B~ 2 î) + (? + 5~ 2 s) + (iT + À~" 2 À) + 

Solution. Cette série est un cas particulier de celle-ci : 

f, . /*’,** Q x*\ . /* 7 i 3-9 o 1 ’! i l x " , 3:11 a x“\ 

^)=(3 + s- 2 T) + (T+ïï- 2 Fj+(lT + iT“- 2 T2) 

qui donne, d’après la formule (A), 

OU 

f[x)= — *4-Z[(l+a)K l+a*]. 

Faisant «=1 dans cette formule générale, on a donc 

S =l'2-1. 
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188. Remarque. On arrive plus rapidement à ce résultat, en 
combinant la série proposée avec celle-ci : 

En effet, 


4- 


K-àHâ-â) 


r 1 

1 . 

1 

_±) 

,11 

12 1 

13 

14/ 

/I 

1 1 

I 


12 

14; 

1 — • 





etc. 


189. Problème Vil. 

Sommer la série 



s — (2 — 

i 1] 


.1) . / 2 I. 

i 

.1). 

a — 2 

5 5/ 

r6 7 

9/ ' l 10 

il 

13/ 

Solution. 

Posant 





/W=( 2 f- 


®’ 

9/ t \ 10 

®“ 


3 a) + \ 

1 T - 7~ 

11 - 

13/ 

on trouve 

«•)=/ 

2® — ®*— ®* 
1 — ®* 

dx~x — l- 

1-4-® 

v/|+®» 

i 


et, par conséquent, 




100. Remarques. I. Cette valeur résulte aussi de ce que 
II. Si l’on ajoute membre à membre les deux égalités 


on obtient 


0 

i 

___ 



IV 

të" 

r 

r 8 9/ \10 

11^12 

15/ ’ 


2-- 

_i i) -4-2 f 2 

i i 

.i) . 

l 

6 


10 11 - 

13/ + » 


1 

.lUf---- 

i 1 

U 


8 

9/ ^ VlO H 

“l2 13, 

l + 


ou 


. I /I 2 , 3\ 1/1.2 5\ 1/1,2,31. 

1 2 [z + ï + B/ ■*" 6 (? + 8 + «j) + ÏÔ (fi + Ï2 + 13J+ 
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III. Si, après avoir écrit ainsi la série proposée : 



on avait pris 

... Ix x 1 x‘\ /x* x 1 æ*\ fa? x 11 x'M , 

^=(ï-T”)+(s-7-»)+(— “«)+ 

et que l’on eût fait à part la somme des termes positifs et la somme 
des termes négatifs, on aurait trouvé 

fl®) = / [ii — T=ÿ] da:=a:; 

puis, en supposant x—X, 

S = l. 

Le premier résultat est exact tant que x est inférieur à 1 ; mais le 
second est complètement faux. 

En effet, lorsque x— 1 , les deux séries partielles 
t 1 i 

1 + 5 + 5 + 7 4 ' 


(-s+sMf+sMiî+è)' 


devenant divergentes, on ne peut plus appliquer ce principe : la dif- 
férence des sommes est égale à la somme des différences (*). 

161 . Problème VIII. Évaluer 


f[x)=: 


3? 


x a+b aP*** 


a-f-6 1 a-+-26 a-|-36 


+■ 


(*) Si Ton représente par S« la somme des n premiers termes de la série (a), on trouve 

x**+* a?**”*"] 

+ *^ï_|- 

Tant que x est inférieur à l’unité, la quantité entre parenthèses a pour limite zéro; mais, 
si x=l, celte même quantité est comprise entre 

1 ,*«•+•! I , *n-l 

- 1 et - i*--- — 

2 în-i-l 2 2)1— 1 

(87) ; donc elle a pour limite i 12. 

L’exemple que nous venons de traiter montre, une fois de plus, combien l’emploi des 
séries exige d'attention. 
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Solution. D’après le Problème III, 

(«) 

Par exemple, 

** X s Æ 8 a" . r X dx 4 , 1— a+a* ! / 2a— 4 

2— 8+7-TT+ -J 

et 

L 1 _i_ i L _i_ * /oi * 

2 S ’ 8 11 + V 2 + îvV 

162. Problème IX. Déltrminer 

f(x)=ax a ~'+ (a+6)« a+A-, + (a+26)ac fl+ **-'+ 


Solution. Opérant comme pour le Problème II, on a 

f f{x) dx= x a -\-3f +b + x a+2b 4- sa , 

puis 

co 

163. Problème X. Déterminer 

f[x)=ax*-\- (a-4-6)x*-^4- +(a+n6)x*+»P+ 

Solution. Pour ramener ce problème au précédent, multiplions 
les deux membres par pxfl, et lâchons de déterminer p et q de “ma- 
nière à avoir 

«•+"fl{3 _ hîHr 1, 

pour toutes les valeurs de n. Cette condition donne 


p&=j3, pa=«+î+l, 


ou 



D’ailleurs, d’après la formule (C), 


a+ (b- a)x*» 

(1— a*»)V F - * 

donc 



/•(*)= 


o+[b— a)xt 

. ■ 

(1— af)* 


(D) 
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164. Problème XI. Déterminer 


x*+P 




^=- + ^ + — 4- + a :p^ + 


Solution. Ce problème, généralisation du Problème III, se résout 
comme le précédent. On trouve, en multipliant tous les termes de la 


série par —, et disposant convenablement des quantités p, q : 


O?-/.* ~ •?_. 


f[x)=rX 


J i—X* 


(E) 


165. En réitérant l’application des mêmes procédés, on peut 
sommer les séries dont le terme général a la forme 

q(q+6).....(q+n6; ... 

q'(q'-+-6') [a'+nb 1 ) ' '* 

Pour abréger, nous nous contenterons de prendre deux cas parti- 
culiers. 

166. Problème XII. Sommer la série 


± 

Solution. On a 


(n+l)(n-+-2) 




puis 


ou 


rr f \ 1 2 • 3 « , H n 

f (x) = ï x--x+ % x > — 


r^d*=i- 

J x 7) A 5 n+2 




Cette équation donne 


n , 2 1 

A*)=7- 


-/( 1-t-x). 


a *4-1 a* 

Par conséquent, 

f[x)=ïlx-l(x+l)-2fÿl(l+x)' 


(') Le lecteur pourra consulter, sur ce sujet, le grand Traité de Lacroix (t. III, p. 384). 
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En intégrant par parties (150), on tronve 

r*Ki+,)=-± i{i+x)+ix—i[i+x)+ c. 

J X * x 

A cause de 

^ - — 1 pour x— 0, 
la constante C égale 1 ; donc 

/(*)=(l+ |)l(l + *)— 2; 

ou, ce qui est équivalent, 

i ( 1 + I )=5îî[ 2 +5 L ^’-à* ,+ r^‘- ] O- 

167. Problème XIII. Sommer la série 

*"< ipn-Wh æ“i+"fi 

~â< + (S+fcÿ + (o+26)* : + + (a+n6)‘" + ' 

Solution. Représentons par Si la somme cherchée. Nous pouvons 
écrire, pour abréger, 

æ**+«h 


*=z 


o (a-f-nt)*' 


(2) 


Multiplions les deux membres par et disposons des quantités p, q 

de manière que l’exposant de x devienne égal kp[a+nb). Nous au- 
rons (Probl. XI) : 

L7 ‘J ~2,(a+n6)->-’ W 

Pi api— ia, 

P= 6’ î=— 6— 

Le numérateur x'^ a+nb >~ i peut être remplacé par si l’on 

pose 

*-.=$— 1 . Pi-i= 


(•) Cette formule est due à M. Gudermann (Journal de Crelle, t. XXVIII). Elle montre 
que, si l’on néglige les termes du troisième ordre, on peut écrire 


a-*-œ 
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Nous aurons donc, au lieu de l’équation (3) : 

T-r» c q' c 

L p ~ ; 

d’où 

S,= |x " J S,_, dx. (4) 


La somme S, étant ainsi exprimée au moyen de la somme S ( _„ il s’en- 
suit qu’en appliquant plusieurs fois de suite la formule (4), et en se 
rappelant que 



Op.-fr», 


X 


- Cl f- 
J \— 


dx. 


(E) 


on aura l’expression de S, en fonction des données de la question (*). 


DEUXIÈME MÉTHODE. 

168. Soit y la fonction inconnue dont le développement est 
donné. Si l’on peut obtenir, entre y et la variable x, une équation 
différentielle que l’on sache intégrer, il est clair que, par cela même, 
on aura sommé la série. 


Applications. 


OU 


169. Problème XIV. Sommer la série 

, , x a-* . ar 5 ac* 

^ + r + ï^ + i .2.5 + 1 . 2.5.4 + 

Solution. On a 

y'= 1-4-ï + £ + J£-+. 

3 ' 1 ^ t.2 ^ 1,2.3^ 

y=y> 


(*) Il est vrai que les intégrations indiquées ne pouvant pas généralement être offec 
tuées, cette solulion est à peu prés illusoire. 

7 
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ou encore 


Cette équation donne 
ou 


£= 1 . 

y 

ly=x + lC, 
y = Ce*. 


La fonction y doit se réduire à 1 lorsque x — 0; donc enfin 

y=e x ; 

ce qui devait être (Ü2). 

170. Problème XV. Déterminer 


y=x- 


.T» 


X » 


(t) 


'1.2.3 ' t.2.3.4.3 1.2.3 7^ 

Solution. Si l’on prend les deux premières dérivées, on trouve 

y — y- ( 2 ) 

Qn satisfait à cette équation en supposant 

y=Asinx-l-Bcosa:, (3) 

A et B étant des constantes arbitraires (*). Mais, pour æ = 0, on doit 
avoir y=0, y'=l; donc 

B— 0, A=l, 
et 

y = sin x. 

171. Problème XVI. Sommer la série 


y=l- 


,T* 


1 .2 ' 1 .2.3. A 1.2 G 

Solution. Il résulte, du Problème XV, que 

y=zcosx. 

172. Problème XVII. Déterminer 

1 • i .3 i , 1 .3.5 G 

“*"■ 


+ 


(i) 


(‘) On démontre, dans les Traités de Calcul intégral, que cette valeur de y est 
grale générale de l’équation (ï). 
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Solution. Cette équation donne d’abord 


dy . i 
di= x ' A - 


2 2.1 


puis 


/;•'»=*+ § ^+n^+ËI*’+- 


ou 


f~dt/=x+xy; 

ou encore, en différenciant les deux membres, 
-dy=(i+y)dx+xdy. 
Si l’on écrit ainsi cette équation différentielle : 


dy xdx 

i+y 1 — æ* 


on voit qu’elle a pour intégrale : 
d’où l’on conclut : 


y=— i+(i— æ*f \ 

Ce résultat est évident par la formule du binôme (*). 
173. Problème XVIII. Sommer la série 

m 


y=i+ÿ*+ x.+ ^r 1 ."r- 8 V +. 


99 


N 


( 2 ) 


(3) 


1.2 ^ 1.2.3 

Solution. En opérant comme dans le Problème XVII, on trouve 
successivement : 


~ I W»(w— lHm-2) , 
dx " ,-r i J '" 1 O X ~ 


(*) Le terme général de la série (I) a la forme œ*+f considérée 

CL (Û -f-0 -f-tlO) 

ci-dessus (165). Mais on voit qu'en faisant disparatlre les facteurs a+nt>, a’+nb\ on re- 
tombe sur le point de départ. C’est pourquoi nous avons placé cet exemple dans les ap- 
plications de la seconde méthode. La même remarque est applicable au problème suivant, 
généralisation de celui-ci. 
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f x -m- ‘dy— — x~ m — jX ~ m+i — — 

«/ 

J x~ m ~'dy = yx~'", 

x~ m ~'dy =x~’ n dy — myx~ m -'dx, 
dy dx 

— — TH . . i » 

y I + a: 

ly = ml (1 + x) ; 

et enfin 

y =(1 + *)-". 

On a ainsi une nouvelle démonstration de la formule du binôme. 
474. Problème XIX. Sommer la série 


1.2 


1.2.5 


y~~ l '^a+l Æ- ^(a+l)(a-H2)' t _r (<H-l)(a+2j(a+3) 
Solution. Le procédé suivi plusieurs fois donne 


n (i) 


I [ ^Ldxz=alx+x+-j-.x 
J sc“ a-(-l 


1 -* 


1.2.5 


OU 


ou encore 


(o+l)(a+2) ' (a+1 ) (o+2) (a+3) 

I ~P~dx =. alx + xy, 


■x*+ , 


, . a— x a 

^ ' X — X^ X — X* 


( 2 ) 


Si l'on compare cette équation (2) à l 'équation générale du pre- 
mier ordre et du premier degré : 

ÿ+Py=Q, ( 3 ) 

dont l’intégrale est 

y=e -fr«*fQdxeS' >ix (**), (4) 


(■) Ce problème , généralisation d'en île ceux i|ue nous avons résolus dans le cha- 
pitre III (58), échappe encore à la première méthode (I7i, note). 

(■”) Si l’on multiplie les deux membres de l'équation (3) par e- fl dx , le premier membre 
devient la dérivée exacte de ye J vix - On a dune 

[yc/Mij'— fjtfrex 

ou f 0 drc tr *> ; etc. 
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on trouve 


(î— æv*-* r x®-' , ... 

( 5 ) 

Telle est la somme de la série (1). Il restera, dans chaque cas parti- 
culier, à effectuer l’intégration indiquée. 

175. Si a est entier positif, l'intégration par parties donne, suc- 
cessivement, 

J (l-æja aX — a-\\i-x) J (!-*)—« ax ' 

/ x®-* . \ lx \o-ï /* a»-3 

(I— x)®-> o — 2\t — æ] J (l-xj*-* ’ 

Donc 



les signes supérieurs se rapportent au cas où a est pair. 

Pour déterminer la constante C, remarquons que, pour des valeurs 
de x suffisamment petites, 

-1 (1-*)=|J_ =l (i +I £_) = 


X 1 

X 

* , I 

X 

* + J ( x ) a - l = l 

x \ 

1— x 2 

il— xJ 

+ 3 

^1— xJ 

a— 1\1 — x) a 

[i-xl 


(t— x)«-‘rl/ * \o \ ! x \«+» 1 / x \«+* , . 

y— a & Lâ(l-x) o+l(l— x) + a+i[i—x) ±C J-( 7 ) 

Supprimant le facteur commun puis faisant x = 0 , nous trou- 
vons 

y=i+l- 

Or, la série (1) se réduit à son premier terme lorsque x= 0 ; donc la 
constante est nulle, et 


rJ/_£j a ~' Li 

1 * 1 

1 j x -t- // 1 T )j 

1.0—1 \i—x] o—2 

ll-xj 

+ - 11-X —(1 
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176. Remarques . I. D’après le dernier calcul, les deux séries 


1 H — J/-4" , — TTw ■rrÆ*- 

«+l («+l)(«-l-2) 


1.2.3 


(a+l)(«+2){a+3)“ 


a 

ri 1 , 

1 1 )+ ' 1 

< * y 1 i * y + i 

i — x 

.« a+1 ' 

(l— a-/ a+21 

il — xj «+3 \l— xl J 


ont ia même limite, lorsque ne surpasse pas l’unité. 
II. En particulier, si =1, 

i”X 


4 


+ 


1.2 


1.2.3 


1 2(u+l) 1 4(«+l)(a+2) 1 8(«+l)(a+2)(«+3) 

a r 1 1 , 1 1 i 

a Lâ a+l+a+2 o+3 

III. D’après la formule (8), si x=l, 


]• 


(9) 


y=ï=\' 

ainsi qu’on l’a vu précédemment (58) (*). 

177. Problème XX. Déterminer la fonction qui a pour dévelop- 
pement 


, 2 a* , 2.4 sc 1 , 2.4.6 ,x‘ . 
y ~ X + 3 2 + 3.5 5 "*"3.5.7 4 + 

Solution. On trouve, sans difficulté, 

[dr I 1 . . , 2.2 , 2.4.3 , , 2. 4. 6.4 , , 

✓ï — 2x + 1_ *" 3 Æ+ 3.5 X + 3.5.7 X 


( 1 ) 


puis 

/ 


^âdx=\ 


2.4 


2.4.6 




ou 


fl 


d i^y 

dx ) 1 , 


wr-=î te +*Æ- 


( 2 ) 


{*) Le produit (t— x)a_i((i— + se présente sous forme indéterminée, lorsque œ=l; 
mais il est facile de voir que sa vraie valeur est zéro. 
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Pour simplilier cette équation, posons 


tX x =*; 


elle deviendra 


/ dz | 

^=2 Ix + syTx. 


Celle-ci donne aisément 


" 2(1 — x ) 2 2(1 — x) v'â’ 

équation dont l’intégrale est (174) 


s= 27ra arccos ( 1 - 2 *)- 


D’ailleurs, 


donc 


ou 


ou enfin 


, zdx 


ï=) / arc cos (1 — 2i), 


y~ I [arccos(l — 2x)]*, 


y = (arcsin /ïr)* (*). 

178. Remarques. I. Le développement de la fonction 
arc sin j/x 


est 


x * | 1 1 x * | l ~ ) 1 ? . 1.5.5 1 » . 
x ^2 • 5 Æ + 57 ^;* +• 


2.4 5 1 2.4.6 7 

Par conséquent, la série (t) représente le carré de la série (7). 
II. En particulier, si l’on suppose & = on a 



1 

1 1,5 I 

1 , - 3 ’ 5 1 1 

4 — ✓ïf L H 

4.3 

1 4.8.5 

1 4.8.12.7 ' J 


( 3 ) 

(4) 

( 5 ) 


( 6 ) 


( 7 ) 

( 8 ) 


(*) Cet exemple, et le rapprochement curieux indiqué dans la remarque suivante, sont 
lires d’un Mémoire de M. Clauseu (.Journal de Crelle, l. 1111. 
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1 


S~ i + Ï.i 


1.2 


1.2.5 . 1 .2.5.4 . 

' T B «I <Tk I • • • • • 


3.5.5 ‘ 3.S.7.4 3.S.7.9.5 

179. Problème XXI. Sommer les deux séries 
1 1 

y = x cos <f + - x* cos 2<p + ^ Æ 3 cos 3ç+ 

s=æsinip+-a: , sin sin 3(p-f- 

Solution. On a, d’après la formule de Moivre, 
y ->rzV — 1 =xe* v '- T -f- ^ 
et, ën prenant les dérivées par rapport à x, 

y +zV — 1 — e vv/= "‘ -f- x e^~ 1 + ® V p ' / ~ 1 4- , 


0) 

( 1 ) 

(2) 


ou 


y+zV~l — 


etV-i 

1 — æeîW'- 1 ’ 


(3) 


Par conséquent, 

y-\-zV — 1= — /[l — x(cos «p-f-K — 1 sin q»)], 

ou 


e _ÿ (cosz — V — tsinz)=l — x(costp-H^ — lsimp). (4) 

Cette équation se partage en ces deuï-ci : 

e“»cosz=l — xcos<p, e~ ÿ sinz=xsin<p; 
d’où l’on conclut 

tgz=.— r e -2ÿ = 1 — 2xcosp4-aj*; 

° 1— accos?’ T 

c’est-à-dire 

z=arct Sî=ï^’ 2x008 ?+*’)(*)• (5) 

180 . Remarques. I. Si l’on change ç> en 5 — <p dans les séries (1), 
(2) et dans les formules (4), (5), on obtient 


(*) Ces résultats remarquables sont dus, je crois, h M. Loballo (Recherches sur ta som- 
mation de quelques séries Irigonométriques. Délit, 1827). 
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xsin 9 — ix*co 82 ip— gx’sin 3 ? +^a:‘cos4y4-^ 5 sin5ip— 
= — 5 /( 1 — 2 xsin ç+x 1 ), 

x cos 94 - \x* si n 2<j> — g x s cos 39 — - / x‘‘ sin 49 4- g X 5 cos 5ç+ 

X COS <p 

= arc tf? j — xsiuç ’ 


puis , par le changement de x en — -x : 
x sin ? +^x* cos 2 ? — \ x 5 sin 3 ? — \ x* cos 4 ? -f i x‘ si ii 5 ? +. 
= ^ l (i 4- 2x si n <p -+- X*) , 

xcos<f — * x*sin 29 — -gX* cos3<p4- -x*sin4!p4-gx’cos5ip . 


= arc Ig 


CC COS 9 


’ l+ccsin 9" 

Ces quatre dernières relations, combinées deux à deux, donnent 

\ i . . _ l , l+ 2 ajsino+ 3 c‘ 

xsin<p— -X , sin 3 <p 4 -gx su» 5 <p — — ï t i- 2 xs\n' f +?’ 

4 1 . i 2xcos 9 

x cos q — g x’cos 3 if 4 - gX cos 59 — ..... — jj arc » 1— x» ’ 

puis, par le changement de 9 en 5 — 9 : 

x cos 94- g x* cos 3 ? 4 - g X cos 09 + = j / i _ tx e M9 +&' 

i , . „ 1 , . _ , I . 2x sin 9 

xsin94-3X J sin394-gX 810594- = 5 arc tg • 

II. On a donc ce système de formules : 

2 "^ COS « 9 = — ^ l ( 1 — 2 x cos 9 +x*), 

v^"x" . . a: sin 9 

> — sm «9= arc tg- . 

n ~ 0 1 — XCOS 9 


<„ , .. \ , 4-4-2æco8 9-4-x’ 1 

. Sîi ( 2 "+')ï= î ‘ ÎZSSS+S 1 
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■V"(— •r) , * +1 • /„ . I , 1 — 2isin y+x* ... . . 

A ~ 2n+î «n (2» + 1) T = ï / 1H Z, r8i - ^ 7 , ( ). (F) 

III. Les séries (A), (F), convergentes lorsque x 1 est moindre 

que 1, le sont encore pour x—± 1 (137). On a donc, après quelques 
réductions. 


cos ip+^cos 2<p4- g cos 3<p— I- = — 1^2 sin ^ tpj , (6) 

sin <p-|-| sin 2<p-+- 1 sin 3q> — |, (7) 

cos <p +5 cos 3q> -+- g cos 5<p -+- n= 1 / co t \ y , (8) 

\ \ , 

sin j sin 3ç-f- - sin j , (9) 

cos<p — -cos 3ip-4-gCos5(p — = -, (10) 

sin <f— g sin 3<p+ g sin 5y— = ^ l tg ( j+|) . (H) 

cos ip — \ cos 2<f -t- g cos 3p — = / ^2 cos | <p ) , (12) 

sin <p — ^ sin 2p4- g sin dtp — = ^ ip (**). [(13) 


IV. Dans les formules (6), (7), (11), prenons 9=^‘> nous 

aurons 



(*) Ces relations, auxquelles on peut parvenir de bien des manières, sont extraites du 
Mémoire de M. Loballo, déjà cité. 

(*") Toutes ces formules, et celles que nous en déduisons, supposent ç >0 et o<^. Si 

l’on ne faisait pas ces restrictions, ou pourrait trouver des résultats complètement faux. 
Par exemple, lorsque <p=0, les lormules (7) et (19) donnent n:=0. 
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V. Si l’on suppose 9 = g, on obtient 



[( ,+ 'îMï + s)+(î + s) — ] 

hWHMMri+ih 


/( 2+/3)=l/3| 

^i=/3 


+2 


T =^ 3 


[( 1 + iHï + s)- f ( 1 7 +1 8)“ ] 

- 2 [( 1+ l + 5)”ë + 5 + f 1 )+(s- + 4 + f7)-' 

i=( i +! + s)~(-i + i + ïï) + fê + â + f7) - -' 

VI. Enfin, l’hypothèse de 9 = j conduit à 

I(/2+l)=^[(l-l)-(l-l)+(i-i)~, 

( 1 + §)~(s + ?) + (§ + ïî)“ 


i=K 2 


181. Problème XXII. Sommer la série 

s = sin çp — ^jsin 3y+gi s > n 5? — • 
Solution. On a 

ds "1 n . ^ r 

^- = COS <p— - COS OÇ+ - COS Oÿ — . 

c’est-à-dire, par la formule ( 10 ), 

ds i? 

df 4 ’ 


,...], ( 20 ) 
... ( 21 ) 


• (22) 
0- (23) 

(24) 


et 


* \ I - t- 

<p = sin g> — ÿSinSip-t-giSin 5<p — ^-,sm H- 


(25) 


(') Parmi ces formules (Irouvées par Euler, Legendre, Poisson, Fourier, etc.), les 
plus i ui portantes me paraissent être (7), (9), (10), qui donnent une infinité de développe- 
ments de n. 
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182. Remarque». I. Si l’on suppose ® = on obtient 

J = l+ i' h l'~ h b' i ' ’hâiï? 4 ' 

Ainsi, la tomme de» inverses des carrés des nombres impairs esl 
égale à — . 

O 

II. Il est facile de conclure, de ce théorème, la somme des inverses 
des carrés de Ions les nombres eotiers. En effet, soient 

* fcl +?+i + £+' 

„ _ i i t i 

s r—r+T* + ê+r + 

s — 1 + : 

on aura 

S=S.+ S>. S p =l(l+i+i+ )=JS; 

donc 

«=!*• 

oo enfin 

1=14-^. + ^+^ + ^-»- (27) 

III. La formule (7) donne, par on procédé semblable an précédent, 

■g — ^<p-l-j'5 , = cosç-4-5îCos2(p + -cos3ç4- (28) 


185. Problème XXIII. Sommer Us séries 

y, =cosç.-i-xcos2o+x ! cos3p+ (*), 

z, =sinç +Æsin 2'f +«’sin 3ç+ 

Solution. Si l’on compare ces deux séries à celles dont la somma- 
tion constituait le Problème XXI, il est clair que 

y.=y'. *t=*. 



(*) Celle sommation a été donnée, d’une autre manière, dans le chapitre V (131). 
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ou, à cause des formules (5) : 


COS 9 — X 

y* 1 — Sxcosç+a - *’ 


z.= 


810 q> 

1 — Sxcosç-f-æ'* 


(30) 


184. Remarques. I. Pour que les séries (29) soient convergentes, 
x doit être compris entre — 1 et +1, exclusivement. 

II. Des formules (30), on tire 


y, _ cos T — x . t __ i 

z, sinç ’ • 1 \ — 2xcos?-(-a:*' 

186. Problème XXIV. Sommer les séries 


(31) 


y,=Æsiu , i})+^-sin 1 2^+^ sin’3(p4- 

*r* * «jj 1 

a,=xcos J 9 + cos’2ç+ — cos 5 3y+ 

Solution. La sommation de ces deux séries dépend encore des va- 
leurs de y et de z (Probl. XXI). En effet, 

y. + *,= *+Y + =— -f(l— x), 

{F® ^ 

z t —y t =x cos 2<p-+-‘— cos4f+-^cos 6©+ = — ^ /( 1 — 2a;cos 2<p-f-Æ*); 

donc 

1 , 1— 2rcos2o-+-** 

»*-?' — iî=ÿ — • ‘ G ) 

l[(l— 2xco,2»+*’)(l — je)*]. (H) 

186. Les formules (G), (H), traitées comme celles du n° 180, 
conduisent à quelques conséquences remarquables, parmi lesquelles 
nous indiquerons seulement les suivantes, laissant au lecteur le soin 
de les démontrer : 


Æsin’(p+ ‘4rsin , 3(p-f-^sin , 5©-f 

a? 

x cos 1 y -f- — cos 3(p+ J cos 5<p-t- 

/j* t jp* m . ^ 

x sin ! <f sin 3ip-J-— sin 5f — . 

, I* Jn I a. . — 

®cos <p — ~ cos oç-}---cos o^p— . 


[(13] 

r/i±ï] 

- 1 — 2.rcos2ç+i u | 

I+Sxcosaî+x’J 

îl+SacosâiH-aU 

Lu— xJ 

I— 2.reos2®-fa; , .l 


1 4x[t— a^sin’tp 

— 4 arC (t— x 1 )M-4a.- , cos2<p’ 

t . 4a (1 — a:*)cos’<p 

— 4 d ° ( 1 -a*)*—*** cos V 
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sin’ ç — 5 si n* 2<p4- si n’ 3<p — . . 

I . 

...= -l COSÇ, 


j 1 

cos’ <j> — - cos’ 2 <p -I- - cos* 3ç>— . . 

...=j/(4 cosç), 


1 { 

sin*<p — -sin* 3<p-I- - sin* 5q>-+-.. 

i' 


1 1 

cos’ <p — ^ cos’ 3<p-j- cos* 5®—. . 

•••=;- n- 


187. Problème XXV. Sommer les séries 


siniy , n sin 2 ç 

3 sin"? 

(32) 

1 + a* "4+a* 

^ d 9+a«^ 

sinç 0 sin 2 v 

2> r+o* 2 A+o* 

. r. siu 3<? 



(33) 

Solution. On a trouvé, ci-dessus 

• 


§ — £<p = sinip-|--sin -f-gSin 3ç+ 

(7) 

^q> = sin<p — ^sin 2 q> -f- ^ sin 3tp — 

(13) 


Par conséquent, 



sin 2 ? 

sin 3<p 

2 2 “(l+a 

2(4+0*)'* 

3(9+a«) h *”' 

1 Q _ — -sf s ' n f 

sin 2 9 

sin 3<sp 

2 ? 2 »— a( 1+0 . 

2(4+ u») ■* 

3(9+a*) 

On tire, de ces deux équations, 



_„s( sin ? 

y »— a [14-0» 

+ 2 f? 2 :- 

4+ a* 

0 sin 3? 

^SH-a*+‘" 

rr , ( sin 9 

** = a lï+rf 

sin 2 ç 
2 4+ a» 

, 0 sin 3<p 
^9+0* •" 


c’est-à-dire 


» • t> 2 

y 3~ a ÿs > 2 ,= 0*2,. 


Les intégrales générales de ces deux équations du second ordre sont 
y,— \e a t+ Be~ a t\ 3 5 =Ce 0, ?-+De- a ?, 

A, B, C, D étant des constantes, qu’il s’agit de déterminer. 

Or, si l’on multiplie les deux membres de l 'équation (32), succes- 


(■) Toutes ces formules sont tirées du Mémoire de M. Lobatto. 
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sivement par sin <pd(p et sin 2ydy, puis qu’on intègre entre O et r., on 
trouve : 

x^ sin ^=iîT?’ n- 

Ainsi 

A JVv sin ? d ? +B JV°Vsin ? d ? =ï^_, 

A J'*e a<f si*> 2<pd©4-B^’V~ ai ? sin 2çdip= ^ — i_. 
L’intégration par parties (150) donne aisément 

sin ? d ?=SJ' X Va? 9i n = tS 1 - 

jVsin2 ? d ? =- 2 - ( gÿ, j]V^sin2^-&±) (*•). 

donc 

A(e aTC + 1 ) + B^-t- 1 )=ï , A(e air — 1 )+ B(e- air _l ) =_!! . 
ou 

Ae m ~b Be~ av —0, A+B=j, 


(*) En général, si une fonction f(x) est développable de la manière suivante: 
f[x)=z\ t sina:-t-A a sin 2x4-A,sin3aH- H- A,sinnaH- 

S /•« 

on a A„= - j f(x) sin nxdx. 

Vt 

En effet, un terme quelconque, autre que A„ sin nx, donne l'intégrale 

A p r*sinp:Esinni(te=iAp r’''[cosfp-n)3:+coslp+n)a:]dj=- Ap f - n<P ~ n,Æ -f.— ? p4 ~" 1:r T = o- 
J o * J o â t p—n }H-n J ’ 

en sorte que toutes les intégrales sont nulles, excepté 

An j sin’nxdr^l An (^(t— cos Sna:)<ia:=J! a„ 

Ja 2 i/o 2 

La même méthode est applicable aux séries qui procèdent suivant les cosinus des mul- 
tiples d’un arc x. 

(’’) Par exemple, 

/ e*f sin <pd<p = — e*v cos o-t-a fe tt ?cos <fd?=— e B? cos œ+.a[c a ?sln <f—aj e*»sin<pttç]; 

donc j e a »sint?d?=— ^ — - le°*H-ll ; etc. 

«/» l+o 1 1 1 


» 
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A--1- 


2 e»*— 

On trouve, de la même manière, 
l 


B= Z 


C®* 


C=^ 


2 e®'— 


D=— 


2 e®*— 


2 e®* — 


Les valeurs de y, et de z , sont donc 



... 

« e®i*-?)— 

- g— <*— ?) 

e~ a f 



y,= 

"2 e®*— 

e-«* ’ 

”2 e®* — e - ®' ’ 


de sorte 

que 





sin 9 

l+a* 

sin2 ¥ 

+ “ 4 +a* 

„sin 3 (? 
"*”*»+ a* 

+ 4 - S i^?_ + . 

16 +a*~ 

• ••■ ^ g «« — ftn > 

(34) 

si n 9 

0 sin2? 

, o sin3 ? 

sin 4 , 

77 


l + a* 

“-H-o* 

1 ;•+ u 51 

4 16 +a* ’ 

2 e®' — e - ® 1 ‘ 

ioo; 


188. Remarques. I. Ces deux formules (qui rentrent l’une dans 
l’autre) subsistent pour toutes les valeurs de a comprises entre 0 et n : 
la première est en défaut pour p=:0, et la seconde, pour q> = 7r. 


II. Si I' on y change ip en ^ — çp, on obtient 


COS Cp 

sin 2<? 

., cos 3, 
9+a* 

, sin 4? 
- 4 16+a* 

1+u* 

+ “4+a“ 

cos ç 

0 sin2ç 

0 eus 5, , 

i sin 4, 

l+a* 

“4+a 1 

’’ 9+ a* ~ 

lG+o* 

ou, plus simplement. 


COS O 

l + a* 

0 cos 3<p 

" 9+a* * 

. _ COS b® 
’ t " J 25+a‘ 


_ sin 2® 

“ 4+a* ‘ 

4 sin4cp 

lü+a* 

sin6, 

^ 36+ a* 

— . . . 


ir e l* # — e i* i 

’ 2 


■+■ 


gaz — c -o« 

2 


e ar — e~®* 


ir e®?-)- e-®? 

e. * + e * 


(36) 


w e®? — e - ®» 


4 «: _«ï 


;(*)• (37) 


III. Les relations (34), (35), (36), (37) en donnent un grand 
nombre d’autres, analogues à celles que l'on a trouvées dans les n M 180 
et suivants. Par exemple. 


(') Celle-ci rentre dans l'équation ( 35 ). 
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1+a* 9+a’‘" r 2îH-a* 


Vï-t-e" 


_J ,_1 » Z L_ — -/2* i+ - e - 

l + o^a+o* 23-t-o' 49+o’~ V al - 

e *-+-e 
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(38) 

(39) ' 


IV. Si l’on change a en aV — 1 dans les formules précédentes, on 
obtient 

(40) 

(41) 

(42) 


(43) 


sincp 

\—a, x 

sincp 

slnî, «a3 ? 

1 4— a* 9—o* 

n sin2? , 0 sin 3? , 

«sin a(i t — tf) 

2 sin air 
n sin <29 

1 — O* 

t 

1 

1 

fi 

H 

2 sin a- ’ 

COS cp 

„cos3? , c cos 5? , 

rt COS aç 

1 — a* 

J 9— o* 1 S 25 -a* 1 " 

4 

cos a- 

1 

3 _ _i 5 

« 

1—0» 

9— a* 1 23 — a* 

-K * 

4 cos a - 

TT 

cos a- 

* , 

5 5 7 

7T /— - 4 

. .... — 1/9 

1— a» 

9— a* 25— a* 49— o 1 ' 

4* * 

cosa- 
z 


(44) 


V. Les formules (43), (44) peuvent évidemment servir à calculer 
le rapport de la circonférence au diamètre. Elles donnent, par exemple, 

3 7 ■ (45) 

(46) 


ir 1 3 . 

18 ÏT5 ÏM 13.17 19.23 

Wb 1 , 3 


O O I 

1¥~Y^~ r ÏJÏ 13.17 19.23 + 

VI. L’équation (43) peut être mise sous la forme : 


_i_4 -J 1 _? — | — 1_. 

1 — a i-{-a 3 — a 5 -Ha 5-4 -û 


cos a- 


Si l’on prend les fonctions primitives, on a donc 

<£-‘ë ■ o. 


(*) On n’ajoute pas de constante, parce que les deux membres s’annulent avec a. 

8 
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ou 


. / , , ic 1 +o 5 —a 3+o 7—o 

cot(i— a)-— — . 3+a • 5 _ 0 - 7+a 


( 47 ) 


On a ainsi le développement, en produit indéfini, de la fonction 
cot(l — a)^. Par exemple, 


IC /0 _3 4 8 10 14 
COt 6 — ^ 3— ' I's'7'll *13 

VII. De même, si, après avoir mis l’équation (44) sous la forme 


1 

1 — a 


1 

l+o 


1 

3—o 


1 

3+o 


1 

5—0 


1 

5+a 


IC 7t IC tt 

-ï\/2coso 7 • 7 v'2coso 7 

4 4 ^ 4 4 

1 — \/2sina 7 l-+V2sinoÿ 
4 4 


on prend les fonctions primitives des deux membres, on trouve ai- 
sément 


tg(l+a)^ 
tg(l— 0)g 


l+-a 3+-o 3 — a 7 — o 9+a ll+-a 13 — a 

1— a 3—a 5+a 7+-a 9 — o H— o 15+-a 


; (49) 


relation d’où l’on en pourrait tirer d’autres. 

VIII. Si, après avoir multiplié par 1 — a les deux membres de 
l’équation (47), on suppose o=l, on trouve la formule de Wallis : 


* 2 2 4 4 6 6 8 8 

2~ 1 * 3 ’ 3 ‘ ' 3 ' 7 ’ 7 ’ 9 


(50) 


IX. Reprenons les équations 



|S in¥ 

sin 2? 

sin 3? ) 

2 2 “i 

, l+-o* H 

2(4h-o*) 

3(9+a*) 1 5’ 

? î 

$ sin 9 

sin 2 ? 

sin 3? j 

Q *3 

l l+~u* 

2(4+o*) 

1 3(9+o*) 5 


trouvées dans le n° 187. Si l’on a égard aux valeurs de y 3 et de z s , 
on en déduit : 


sin? 

sin 2 ? 

k T _i 

, sin 3? . 

1 1 

r / 


l+o* 1 

' 2(4+0’) 

1 3(9+o’) 1 • 

2o*l 

L 11 \ e««— e— o* J 

sin 9 

sin 2 ? 

sin 3? 

- 1 1 

r t*r— e~ a fl 

(52) 

1 + 0 ’ 

2(4+0’) 

1 3(9+0») 1 ’ 

2o’l 

l.f ^ e»* — ('-oj ' 
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Ces nouvelles relations, analogues aux formules (34) et (35), don- 
nent : 


1° En supposant <p = |: 


1 1 « 1 

1 

a 

1 

Pi 

(53) 

1+a* 3(9+o*) 1 5(25+a*) 

W aï -a* ’ 

e *+e » 

2° En supposant a=0 : 



sin9 i sin 29 , sin39 , 

^tp(7r— <p)(2n— <p); 

(54) 

j * ' Q1 ' JS ï’**** 

3“ Enfin, pour a = 0 et <p=~ : 



1» 3* ~5 S 

=sO- 

(55) 


189. Problème XXVI. Sommer les séries 


cos 9 

, cos 29 , 

COS 39 _ 

1 + 0* 

1 4+o* 1 

9+a* 

cos 9 

COS 29 

, COS 39 

1+a* 

4 + a* 

1 9+a* 


Solution. On tire, des équations (51), (52), en prenant les dérivées : 


cos 9 1 cos 2 ? f cos 39 


1+a’ 

cos 9 


4 +a* 
cos 29 


1-|- a* 4+a’ 1 9+a ! 


9-1- a' 
cos 39 


S+- 


1 r « 

=2?K 




e“" — e- a ' 


-l], (56) 


1 ï* eot-he-tl 

2Ô*I ^ an e ax — e-“M ^ 


190. Remarques. I. En opérant comme nous l’avons fait ci-des- 
sus, on conclut, de ces deux équations, les formules suivantes : 


1 

1 

, 1 , 

- 1 1 

- *”+e-~ l 

('58) 

1 + a* 1 

^ 4+a* 

h 9+a*^*"' 

" 2a* l 

e®' — e~ 015 J ' 


1 

_ 1 _J 


- 1 1 

2a. "1 


1+a* 

4+ a’ ~ 

' 9 + 0 * " " 

2a’ 1 

e-anj > 


cos 9 

1 * ^ 

cos2p . 

1 — 5 * ' 

, COS 39 , 

r 3 , 1 •••' 

..--(TT 


(60) 

COS 9 

“ï* 

COS 29 

ii 1 

cos 09 

3* 

12 “ 

ç* 

- 4 ’ 

(61) 


(’) Ce résultat, dit Lacroix, est assez remarquable, quaud on le compare à l'expression 

1 1,1 1 _* 

ï 3 + 5 7 
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+ = !_i««ini ? 0. 

*-«Z3+' =^[ 1 — airC0ta7t ]’ 

= J_r— il 

"" 2o s LsiDa7t J’ 


ïb+ 


9— o 1 
1 


1—0» 


9 — a s 


sinajt=ait(l — a*)|l — j) (l — -ÿ 


i- a ±i- a l ,_?L 

1 % a 4 16 56 

l § 2 aTr — 21 — a* a» a» * £ 

9 25 49 


( 62 ) 

(63) 

(64) 

(65) 

(66) 


cos 071= (1— |j) I (67) 

etc. (**). 

II. Si, après avoir développé, suivant les puissances^ a, les deux 
membres de l’équation (65), on identifie les deux développements, 
on trouve 


P.= 


¥’ 




P»= 


”1.2.3 «’ 


Dans ces relations, P„ représente la somme des produits n à n des 
carrés des inverses des nombres naturels. On voit que toutes ces 
sommes dépendent uniquement de la transcendante désignée par 
tt n- 

III. Semblablement, l’équation (67) donne 

Q — — 0—— 0 — — q — ** - • 

Qj„ désignant la somme des produits n à n des inverses des carrés des 
nombres impairs. 


(’) Celte série remarquable a élé donnée par Fourier. On l’obtient en retranchant 
membre à membre les équations (56), (57), et eu supposant a — v/^ï dans l’équation 
résultante. 

(**) Les développements du sinus et du cosinus, en produits indéfinis, ont été trouvés 
par Euler. 

(”‘) La relation P, — — , ou 
1 6 ’ 

i+i + i+i + 

a déjà été indiquée ( 182 ). 
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TROISIÈME MÉTHODE. 


191. Cette méthode de sommation, la plus féconde de toutes, 
repose sur la théorie des intégrales définies. Elle peut être exposée 
ainsi : 

Soit 

S=Ui+Wj + + “n+ 

la série convergente dont il s’agit de trouver la somme s. Si le terme 
général u„ est décomposable en deux facteurs v n , to„, dont l’un soit 
égal à une intégrale définie connue (*) , de manière que 



on aura 


i =J^dx [u l f l (x)+u i f.(x)+ +u n f n {x ) + . 


Si donc l’on peut évaluer 

¥ (x) =u l f l {x)-\-u t f i (x)+ +U n f„(x) + 

on aura enfin 



]• 


Application. 

192. Problème XXVII. Déterminer 

11 1 

s=cos<p+j; cos2<p+ = cos3^)+ + -cosncp+ 

Solution. A cause de 

f e- nx dx=— i -e-” x , 


(•) M. Bierens de Haau vient de publier des Tables d'intégrales définies. Ce précieux 
recueil, composé de trois volumes in-quarto, donne les valeurs d’environ six mille inté- 
grales délinies. 
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on a 


- = f e~” x dx. 

” J O 

Par conséquent, 

S== J' e~ x dx [cos 9 +e - - 1 cos 2ç+ e~ 2x cos 3<p— f— . 
Or, la série entre parenthèses a pour somme (183) : 


cos 9 — e~ x 


1 — 2e-*cos ç-f-e - ** ’ 


donc 




e~* cos 9— c _fcc 


-26-“ cos 9+ e- ,a 
L’intégrale indéfinie est évidemment 


dx. 


donc 


ou 


4- 5 / (1 — 2e -x cos <j>4- e -ïx ) ; 


s=-l(2 — 2 cosij>), 


*= — sin | q>) ; 
comme on l’a trouvé ci-dessus (180, III). 


QUATRIÈME MÉTHODE. 


193 . Elle repose sur ce théorème évident : 
Soient 


f[xi}=a l ‘co»x+a t cos 2x+ -+-a„cos nx-h 

<p(x) = b t cosx-hb, cos 2 x-f- -h 6 „cosnx+ 


deux séries convergentes. Si l’on a égard aux relations 

I cos nx cos n'xdx= 0, I cos 1 nxdx— 
J 0 J 0 
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il en résulte 


a l b i -i-a t b i + 


=*JP (*)• 


Applications. 


194. Problème XXVIII. Sommer la série 
l . l . * 




' 1M.3 1 3 5 .5.7 1 5«.9.11 ‘ 

Solution. Nous avons trouvé, précédemment, 


1 , -, cos as , cos3x , cosScc 

7r(7r— 2x)z =-^- +— 1 h 


8 

11.1 

2 4 71 s,n 2* C " 


1* 
cosx 


3* 

cos2x 


S* 

cos 3.r 


1.3 


3.3 


5.7 


Par conséquent, 

*= * i K (ir— 2*) ^ 7r sin ^ dx; 


ou 


1 


+ 


= -n(4—n). 


1*.1.3 ' 3* .5.7 1 3*.9.11 8 

195. Problème XXIX. Sommer les deux séries 
l . l , 1 1 


y— 


z= ■ 


1*.1.3 

1 


2«.3.5 

1 


3’.5.7 

1 


+ 


4*.7.9 

1 


( 68 ) 


l‘.1.3 2 S .5.5 ' 3».5.7 4*.7.9 ' 

Solution. En partant des formules (60), (61), (62), on trouve 


y=2— -, z=rr— 2 — 


12' 


(69) 


(*) Ce théorème, énoncé d'une manière un peu différente, est connn sous le nom de 
formule de Parseval. Mais la démonstration donnée par ce géomètre est inadmissible; car 
elle suppose l’emploi des deux séries 

* . • », 

et, si l'une d'elles est convergente, l’autre est généralement divergente. 
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196. Remarques . I. Ainsi que cela devait être, 
y+z = 2s. 

II. Le lecteur s’assurera aisément que les formules (68) et (69) 
sont des conséquences de celles-ci : 

Ü i 1 . i i _i_ 

4 1 3 + 5 7 + 


= I_| 

6 1» ^ 2* n 

X X 

ï* 3* " 

5 ^ 3.5 


4 

'3.7' 
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TRANSFORMATIONS DE SÉRIES. 


197. Étant donnée une série convergente, on peut se proposer 
d'en déduire une ou plusieurs autres, plus convergentes que la pre- 
mière, et ayant même somme que celle-ci : c’est là ce qu’on appelle 
augmenter la convergence d’une série (* (**) ). Ou peut encore, quand on 
connaît le développement d’une fonction f[x), remplacer la variable x 
par une autre variable t, ayant avec la première une relation donnée; 
on obtient ainsi le développement d’une nouvelle fonction <p((), dé- 
veloppement qu’il serait quelquefois assez difficile de trouver direc- 
tement. Nous allons donner des exemples de ces deux espèces princi- 
pales de transformations, en nous bornant, pour la première espèce, 
à une méthode connue sous le nom de Hutton ("), bien qu’elle ap- 
partienne à Euler (***). 


TRANSFORMATIONS DE PREMIÈRE ESPÈCE. 

198. Théorème. Soit une série convergente 

S=U, Mj-f-U, + (1) 

dont les termes, alternativement positifs et négatifs, décroissent indéfi- 
niment. Si l’on fait 


(•) Non contents tic résoudre ce problème, plusieurs géomètres ont prétendu trans- 
former certaines séries divergentes en séries convergentes. Nous croyons que cet énoncé 
est un non-sens. 

(**) Tracts on mathematical and phitosophical subjects, 1. 1, p. 1T0 (1812). 

('") Elle aété reproduite par M. Poncelet, dans son Mémoire sur T application de la mé- 
thode des moyennes ( Journal de Crelle, l. XIII.) 
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U, Wj = Am,(‘), tt, — Uj = dw t , « 3 — «4 = Au,, 

Au,— Au s =A’u,, Au,— Au,=r A’u. , Au,— Au v = A’u„ 


et que l’on suppose 

Au 1 >Am s >Au,> 

A’«i>A*Mj> A’u,> 


on aura 

*=^« 1 +jAM 1 4-^A , M 1 +^A’u 1 + iA 4 tt 1 + 

Démonstration. On a, d’après l’équation (i) : 

2*=u,4-(u 1 — «,)—(«. — m,)+(m 3 — u 4 )— : 

c’est-à-dire 

2s=u, -I- Au, — Au, Au, — Au,-f- ; (2) 

ainsi les différences premières, prises alternativement avec le signe -j- 
et avec le signe — , forment me série convergente. 

La transformation précédente, appliquée à l’équation (2), donne 


4s= 2u, 4- Am, -+- A*u, — A’u,-f- A’u,— (3) 

puis 

8s=4u,4-2Au, 4- A 2 u,+A 3 u,— AX+A’ ü,— , (4) 

i6s=8u,4-4Au 1 -t-2A’u,-|-A’u,-f- A*u, — A* m s 4- (5) 


Actuellement, en vertu des hypothèses précédentes et des équa- 
tions (2), (3), (4), on a 

l il 

*>2 U n i < C.^u t -+.-Au 1 , 

s >|Mi+jAm,, *<|m,-I- j Am,+ jA*M lf 

i >§«l + jAM 1 -f-gA ï M 1 , S<^U 1 + jAM, + iA , M, + gA s « t , 


(*) Afin que tomes les différences soient positives, on fait les soustractions dans un 
ordre contraire à celui qui est généralement adopté. 
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et, en général, 

-f- j Am,— J— g A*u, + 2^ A" u o 

*<§“i + \ A« 1 + g A ’ u i+ + 2 ^ A " U >' + ' 2»+ 1 A " +1m ‘ ; 

donc 

î=^u 1 +^Au 1 +gA , u ) 4 -^A 3 uj+ (A) 

\ 

199. Remarque. Quand on limite la série (A) au terme —A"u u 



1 

l’erreur commise est moindre que ^ A" +, w 1 . 


Applications. 


200. Problème XXX. Transformer la série de Leibniz : 



en une autre qui soit plus convergente (’). 
On trouve aisément 


* 1 * 2 
Au ‘ = r5’ Au ‘ = 0' 

2.4 


. 2 A _ 2 

AMs 5.7 ’ AU ‘ 7.9’ *’ 


i z.* .. 2.4 i i.« 

“ 1— OTs’ A M * — 37577 ’ A Wj 5.7.9 


2.4 


a 3 Z.-». U S A.*». u 

A U) = l ,3.5.7 ’ A Ui ~■5.3.^.9 , 

. 4 2 . 4 . 6. 8 

A — 1.3.3.7.9’ 


(6) 


donc 

* 1 1.2 1.2.3 

2 — 1 + 3 -,- 3.s" , "3.5.7 


1.2. 3. 4 
3. 3. 7. 9 


1 .2.3 n 

5.5.7 (2n-H) 


fR. (?) 


avec 

1.2.5 (2n+2) 

K<; - 3.5.7 (2n-+3 )’ 


{*) Dans le mémoire cité, M. Poncelet fait observer qu'on devrait prendre près de 
SOOüô termes de cette série, si l'on voulait calculer * avec cinq décimales. 
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201. Remarques. I. Le terme général de la série (7) est réduc- 

2»-i 

tible à la forme —, P„ étant un nombre entier qui satisfait à la re- 
lation 


» _2(2»+|)„ 

De plus, P,=3. 

II. En admettant cette proposition (*), nous aurons, au lieu de la 
formule (7) : 

16 


2 ^ 3 ^ 15 ^ 70^515 ^ 1386 ^ 


( 8 ) 

III. Si l’on cherche à sommer la série (7), on trouve qu’elle est 

n idi 


égale à 2 Par conséquent, 

•J 0 

g I â sinouia 

ï / 2 — sin*»’ 

«•' n 

ce qui est exact. 

202. Problème XXXI. Transformer la série 


2^3 4^5 6 ' 


Solution. On a 


Au, = -, Au,=— , 

A’u^-, A'u, = — , 

^*«, = 1, 

A*«i=4 


Donc 

^ r2 + 0 + 3T8^ _ 4TÎ6 - ^"sr32 - *" 

n<-_L_ 

^ (n-H)2** 


(') Nous laissons au lecteur le soin de la démontrer. 
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205 . Problème XXXII. Transformer la série 

s=-^— = i—x+x i — æ 3 + x * — ( 10 ) 

i-Hc ' * 

en d'autres qui soient plus convergentes. 

1° Le calcul précédent conduit à 

(») 

2° Si x surpasse 1, le même calcul, appliqué à la série (11), donne 

»<=i- ï r+( : r)’-( ï ï î )’+ 02) 

3° Semblablement, si x surpasse 3, on peut remplacer la sé- 
rie (12) par 

« <«> 

et ainsi de suite. 

204 . Remarques. I. Les limites de convergence, pour les sé- 
ries (10), (11), (12), (13), sont, respectivement : 

x>— 1 , «>— 1 , *>— 1 , x>— 1 , 

®< 1 ; x< 3 ; ®< 7 ; x< 15; 

II. Supposons, dans les deux premières séries, x= 2 : la série (10) 
deviendra divergente, et il serait absurde de prétendre, comme l’ont 
fait plusieurs géomètres, qu’elle est encore équivalente à son premier 
membre, ou que l’on a 

1=1—2+4-8+16— 

Néanmoins, l’équation (11), déduite de la série (10) quand celle-ci 
était convergente, subsiste encore. En effet, 



Ainsi, une série convergente (B),' déduite d’une série convergente (A), 
obtenue en développant me fonction F(x), peut, dans certains cas, re- 
présenter encore F(x), après que la série (A) est devenue divergente ('). 


(•) C’est probablement là ce qu’ont voulu exprimer les auteurs qui se sont occupés de 
la transformation des séries divergentes en séries convergentes (197, première noie). 
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III. Si, dans les séries (11) et (12), on suppose x compris entre 
— 1 et +1, les termes de la première série deviennent tous positifs. 
Il n'est donc pas toujours nécessaire, pour l’ application de la méthode 
de Hutlon, que les termes de la série proposée soient, alternativement, 
positifs et négatifs. Il est vrai que, la série transformée pouvant être 
moins convergente que la série primitive, la transformation n’olfre 
plus d'utilité (*). 

IV. Pour une même valeur de x, comprise entre = et 1, les séries 

(11), (12), (13), sont de moins en moins convergentes; mais elles 

• 3 

le sont plus que la série proposée (10). Par exemple, te = - donne les 

résultats suivants : 


A _ 

. /3\ /' 

5\* / 3 \» 


7 


î)-(l) +- 


8 

i / 1 

il* / 1 \ 3 


7 

l+ 8+(i 

>)+(-.)+- 

•*» 

16 

9 t î 

/ 9 \ 3 


*7* 

1 + Ï6 + (î 

ê) + y +••• 

• • » 

32 

- . 25 /2 

5\* /23\’ 


7 

1 32 + \3 

t) + (3l) +- 

•* 


TRANSFORMATIONS DE SECONDE ESPÈCE. 

205. Dans le chapitre précédent, nous avons développé plusieurs 
fonctions suivant les sinus ou les cosinus des multiples de la variable. 
Nous allons retrouver quelques-uns de ces développements, et en ob- 
tenir de nouveaux, en supposant que la variable ait la forme pe ,v/ ~‘. 
Les résultats auxquels nous arriverons par cette voie mettront en évi— 


(■) Soit, dans les séries (11), (12), a— 



1H-". -+- 


= 1+1 + 


on trouve 



ce qui est exact. Mais la seconde série est beaucoup moins convergente que la première. 
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dence une partie des secours que l’analyse mathématique peut at- 
tendre de l’emploi des imaginaires (*). 

206. Lemmks : 


i° 

2 ° 


C0S x±|^ — 1 sinx(**). 
cos x= J , sm x= — 


3° cos (xŸ' — 1)=' 


e x +e~ x 


sin 


( Æ /=T) : 


e* — e~ x 


ï=i, 


u<?=ô=%&=i- 


207. Problème XXXIII. Développer, suivant les sinus et les co- 
sinus des multiples de w, la fraction 

l 


1 — p( M/- 


Solution. La formule 


-i-= 14 -a: + x , + x , + 

1 — X 

trouvée en supposant x*<l, subsiste quand x devient imaginaire, 
mais que son module est inférieur à l’unité (***). Par conséquent, pour 
toute valeur du module p, moindre que l’unité, on a 

i -^=l+ pe -^ +p V-<^+ P V-^+ 

OU 

ÏZ“^=2 0 P"( cosnol + ^ — Isinrka). (1) 

208. La formule (1) serait à peu près inutile, si nous ne mettions 
son premier membre sous la forme A+BI^ — 1. Or, 

* 1 — pe—V-ï 1 — pfcosw — V — lsinu) 

\ — P e“V/-i n_ ? ( r v^ +e -»V/^ï)-f- p» 1 — 2? cos <o+ f ’ ’ 


(■) MM. Briot et Bouquet ont publié récemment, dans le Journal de l'École polytech- 
nique, un mémoire intitulé : Étude des fonctions d’une variable imaginaire. Nous regret- 
tons que l'exiguïté du cadre daus lequel nous avons dft nous renfermer nous ait empêché 
de rien emprunter à ce beau travail (septembre 1858). 

(*‘) Nous rappelons que ce lemme, dont les autres sont des conséquences immédiates, 
renferme la formule de Ho ivre (1 H). 

(*■■) C’est ce qu’il est facile de démontrer. 
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donc 

i-^+ T-= 1+ P C08 0,+ p’ cos 2 w+ p’ cos3w + ( A ) 

î _Æ^= pS in t o+p 1 sin2a J -hp , sin3 w + (B) 

Ces formules ne diffèrent pas de celles que nous avons trouvées dans 
le Chapitre VI (Probl. XXIII), par un procédé beaucoup moins simple 
que celui-ci. 

209. Problème XXXIV. Développer la fonction e^ '. 

Solution. Si, dans la formule (E) du n° 112 : 


«*=l + ï 


1.2 ' 1.2.3 


on remplace x par pe“' / ~ i =p(cosM+l^ — lsin&>), on trouve 


gf ( co>m+v/-i »in “)— i ^ -- (cosnw+l^ — 1 sin n«). (2) 

Mais 


«+V/-T «in o)_ jf co»o gf\/— î tin gP C0S w £ CO s (p sin ro) 4f^ — 1 sin (psin 0 ))]; 
donc la formule (2) se partage en 

e? co8 “ cos (p sin oj) = 1 - 4 - 1 cos w + ^cos 2co + cos 3o> 4 , (C) 

eP C0, “sin (psin<a)= ^sin«-I-^sin26>+q-^sin 3<o-+- (D) 


210. Remarques. I. Dans ces équations, le module p peut être 
quelconque , parce que les séries (B) , (C) sont toujours conver- 
gentes (49). Si l’on remplace p par j/ — 1 (*), le premier membre 
de la formule (C) devient 

_____ £»lnw_|_ g— sin •> 

e' / — cos “ cos(/— 1 sin w )= [cos (cos < 0 ) 44 — 1 sin (cos w)) ^ ; 

donc 


|(e !in “ 4e -,in “) cos (cos w)=l 
sin (cosu)= 


cos 2» , cos4« 
lT2" + l. 2.3.4 

COS w COS 3w 
__ 


1.2.3 ** 1. 


cos 6» , 

_ 1.2.3.4.3.G - ' 

COSÎKÜ 

.2. 3.4.3 


(E) 

(P) 


(") Celle hypothèse esl en contradiction avec la définition même du module. Néan- 
moins, les résultats auxquels nous allons arriver sont exacts, ainsi que 1 on peut s en 
assurer par une vérification à posteriori. 
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De même, la formule (D) conduit à 


- (tf Sin W — f” 1 ' 0 si fi 

sin 2u 

sin lu 

sin Gu 

(C,\ 

| (e 8in “ — e - ““ “) cos (cos u) = 

1.2 
sio (4 

1. 2.3.4 1 
sin 5(4 ( 

^ 1 .2.3.1.5.G "• 

sin Su 


1 

1.2.3 1 

1 1.2. 3. 4. S " 

... 


II. La combinaison des quatre dernières formules donne encore 
ces résultats remarquables : 


.«in 6) 


cos(cos«)=l-f 
e ,lD "sin(cos w) = 


sint» cos cos 5(4 cos4« 


sio 5(4 


1 1.2 1.2.3 ^1.2.5.A + 1.2.3.4.3 

cosu i sin2u cos3u sin lu t cos Su 

~ ' O 1 .2.3 .2.3.4.5 + 


•; (0 
• (*) 


211. Problème XXXV. Développer les fonctions sin (pe“ v/- ‘), 
cos(pe“V / ~). 

Solution. Les formules 


sin x—j- 
1 


00805 = 1 — 


ar 

ÎT2T3 

x r 


a? 

1. 2.3.4.» * 

x * 


.2 i .2.3.1 


donnent 


sin (pe a ' l/-l )=^]"( — l)“p 2 ' H " , [cos (2n + 1) « + 1/— 1 sin (2n +1)»], 
cos(pe ul/=r )=2 0 ( — l)"p în [cos2n«+K — lsin2n&)]. 

Il reste à transformer les premiers membres. Or, 

sin(pe“ v/-1 )=sin(pcosu+l^ — 1 psin <u) 

= sin (p cos to) cos <Y — 1 p sin w)4-cos (p cos u) sin (/ — 1 p sin a>)j 
= l sin (p cos u ) (a? sin “+e-P ,in “)+ 1 cos (p coso>) (e? ,ia •— e~f ,ia w ) . 

cos (pe" >l/_1 ) = cos (p cos <a + ^ — 1 p sin co) 

= cos (pcosu) cos(/ — 1 psinu) — sin (p cos to) sin (V — 1 psinw) 

= \ cos(p cos «) («? lia “ +e -P 9in “)_1 gin (p cos M ) (e? ,in e -? ain “)/Hï . 

Donc 

_^ e psiou_j_ e _f »mu) g j n (pcog w )— ; t COSo) — ~^C0s3&)4-....., (L) 
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1 ^ .in «_ e -p •in cos ( p cos w)= j COS to— ^ COS 3u + , (M) 

1 ( e ? si » “4-e~P ,in ") cos (p cos u) =1 — ^cos 2u 4- (N) 

1 ( e p «->“_ e -p •'“*) gin (p cos u) = ^sin 2u— j-^sin 4w+ ; (P) 

puis 

e? ,ta “ sin (p cosu) = | cos u 4- ^ sin 2u — -ppjj cos 3u — (Q) 

e? ,in “ cos (p cos u) = 1 4- |-sinu — ^ cos2u— ; (R) 

etc. 


212. Problème XXXVI, Développer la fonction l( 14-pe“' / ')• 
Solution. En opérant comme dans les problèmes précédents, on a 
d’abord 

/( 14 -pe “ v/ ' =r )=2 ( — 1 )" -1 ^[cos»iu4-l /r — 1 sin nu] ; 


puis, si l’on suppose 

/(l +pe “V^)=:A4-BV / ^ï : 

l-t-p(cosu4- V — 1 sinu)=e^(cosB4-^ — 1 sin B) ; 

\ . „ _ . psinw 

A=^(H-2pc 0 su4-p*). Bzzzarctgj^^; 

1 /(l42p cos u4-p s )= ÿ cos u — cos 2u 4- |"C0S 3u — j- cos 4u4- • • • • , (S) 
arçtg- =jsinu — p — sin2u4-7rsin3u — p -sin4u4- (T) 

^l-f-pCOSt» 1 Z O 4 

Ces formules ont été trouvées dans le Chapitre VI (Probl. XXI). 

215. Problème XXXV11. Développer la fonction arc tg {pe t " x/ ~'). 
Solution. On a 


arctglpe^-)^^— l) n -‘^[cos( 2 n-l)u+K-lsin( 2 n-t)u]. 
Soit arc tg (p cos w4~ V — 1 p sin u)= A4- B / — 1 ; 


alors 

puis 


arc tg(pcosu — jA- — 1 psin w) — A — Bj/ — 1 ; 


2A=arctg^, 2B/-l=arc tg^ÿ 


iv ' — 1 psin» 
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La dernière équation donne 


2psin 


14- e' 


i]/— i=tg( 2B^=rj= 


C ïB — ■ C-* B 
e 2B -f- e“ ,B 




puis 


B_1 j <4-2? sina-f-p* 

Â 1 — 2psin«+p*" 


2p sin«+p’ 

On a donc, au lieu du développement ci-dessus : 

1 . 2p cosm p p 5 , p* c 

-arctg-f — -=:^cosw — ^cosdta-H -cos5<a — . 

2 D 1 — p 1 3 o 

1 ,14-2psin«4-p* p . P* • o , p“ • c 

7 I . , . Sinto — ^sin3ia + -sin5ca — . 

i 1— 2psm»4-p 1 3 a 

ainsi qu’on l’a trouvé précédemment (180, I). 

214. Problème XXXVIII. Développer la fonction 

arc sin (costa 4- V~~ 1 sin ta). 

Solution. La formule (D) du n° 142 : 


,1a: 5 , 1.5 x“ , 1.3.S x 1 , 

arc sinÆ=*4 1-. 

t S3 t HS t U6 7 t 


devient d’abord 


(U) 

(V) 


arcsin (cos(ü-f-I / — ï sinw) (3) 

=2, (2« 1 )“ + y'—l sin(2n-l)o>]. 

Soit 

arc sin (cos ta-)-/ — 1 sin <i>)=A + BI / — 1, 


ou 

cos ta 4- V — lsin ta=sin (A+Bp^— 1). 

On conclut aisément de celte équation : 

2costa=(e ll 4-e~ B )sin A, 2sino)=(e B — e~ c ) cos A ; 


puis 

cos* w sin* m j 

sin* A cos* A ’ 

et enfin 


cos A=l^sin ta, 

sin K—V 1 — sinta, B=/(K 1 4-sin ta-f-K sinta). 
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Ces valeurs, substituées dans l’équation (3), la décomposent en ces 
deux-ci : 

arc cos (v sin co)=cos w 4- — cos 3u + jrj-ÿCos 5w-f- 

/[^l-t-sinû>4-^sinû)]=sinu-f-r^sin 3o)-f-^-^siu 5u4- ; 

L 2.3 2.4.0 

d’où l’on en pourrait tirer beaucoup d’autres. 
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